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บทคดัย่อ 
 

 วิทยานิพนธ์ฉบบัน้ีเก่ียวขอ้งกบัการศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะของเสายืน่ภายใตแ้รง
กระทาํท่ีปลายดว้ยวิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์  โดยปลายดา้นหน่ึงของเสาเป็นจุดรองรับแบบยึดแน่น  
ในขณะท่ีอีกปลายดา้นหน่ึงเป็นปลายอิสระ ปัญหาหลงัการโก่งเดาะของเสายืน่สามารถอธิบายไดด้ว้ย
ระบบสมการเชิงอนุพนัธ์แบบไร้เชิงเส้น แมว้่าปัญหาน้ีสามารถหาผลเฉลยแม่นตรงไดจ้ากสมการ
ครอบคลุมปัญหาแต่ยงัตอ้งแสดงอยูใ่นรูปของฟังกช์นัพิเศษ เช่น อิลิปติกฟังก์ชนั จึงทาํให้ไม่สะดวก
ต่อการคาํนวณ หน่ึงในวิธีท่ีน่าสนใจสาํหรับการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ คือวิธีการ
แปลงเชิงอนุพนัธ์ ซ่ึงสามารถให้ผลเฉลยโดยประมาณในรูปแบบปิดไดโ้ดยจดัในรูปของอนุกรมเทย-์
เลอร์   
 วิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์เป็นกระบวนการแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์ใหอ้ยูใ่นรูปของสมการ
พีชคณิต ในรูปของฟังกช์นัแปลง ผลเฉลยสามารถคาํนวณโดยอาศยัเง่ือนไขขอบเขตของปัญหา  โดย
ทําการแปลงสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีครอบคลุมปัญหาของเสายื่น  ซ่ึงประกอบไปด้วย  สมการ
ความสัมพนัธ์ระหว่างโมเมนตแ์ละความโคง้ ความสัมพนัธ์ทางเรขาคณิต  ดว้ยกระบวนการผกผนั
ฟังก์ชนัแปลงกบัเง่ือนไขขอบเขตของปัญหาไปดว้ยกนั   และทาํการหาผลเฉลยของนํ้ าหนกับรรทุก
วิกฤตและพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะของเสาโดยวิธี DTM 
 จากการศึกษาพบว่าผลเฉลยท่ีได้จากกระบวนการคาํนวณท่ีใช้ในการศึกษาน้ี  มีความ
สอดคลอ้งกบัผลท่ีไดจ้ากการคาํนวณโดยวิธียงิเป้าและวิธีอิลิปติกอินทิกรัลเป็นอยา่งดี โดยพบว่าความ
ถูกตอ้งของผลเฉลยข้ึนอยูก่บั 2 ปัจจยัหลกั คือ 1) จาํนวนเทอมท่ีใชใ้นการกระจายฟังกช์นั sine และ 
cosine  2) จาํนวนเทอมท่ีใชใ้นการคาํนวณในวิธี DTM  นอกจากน้ีจาํนวนเทอมท่ีเพิ่มมากข้ึนส่งผล
ใหผ้ลเฉลยท่ีไดมี้ความถูกตอ้งมากยิง่ข้ึน  
 

คาํสําคญั: การแปลงเชิงอนุพนัธ์  เสาปลายยืน่  การโก่งตวัมาก  
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ABSTRACT 
 

 This research study is aimed at investigating the postbuckling behavior of a cantilever 
column under end loading by using Differential Transformation Method (DTM). One end of column 
is fixed while the other end is free. The problem of postbuckling of a cantilever column can be 
explained by a system of non-linear differential equations. Even the proposed problem can be 
solved for the exact by governing closed-form solutions, it needs the special functions such as 
elliptic integral functions.  This may lead to hard inconvenience in calculation process.  One of 
interesting method for solving system of differential equations is the Differential Transformation 
Method, which yields approximate closed-form solutions of the problem in terms of Taylor’s series.  
 The DTM is methodological process that  transforms the differential equations into 
algebraic equations in terms of  transformed  functions. The results of the problem can be computed 
by imposing the boundary conditions. The transformation technique applies to the set of governing 
differential equations which include moment-curvature relations and geometric relations. By 
applying the inverse process of the transformation together with the boundary conditions, the 
solutions for critical load and postbuckling behavior can be determined  by using DTM.   
 It is found that the results obtained from using DTM are in excellent agreement with 
those from the shooting method and elliptic integral method. The results also show that the  
accuracy of the calculation depended on two major factors : 1) the number of considered terms in 
the Taylor’s series of sine and cosine functions, and  2) the number of terms used in the computation 
process of  DTM.  In addition,  the increase of the number of terms in calculation contributes to 
greater accuracy of the results. 
 

Keywords:   differential transformation method,  cantilever column,  large deflection     
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(10) 

คาํอธิบายสัญลกัษณ์และคาํย่อ 
 

1C   = ค่าโมเมนตท่ี์จุดรองรับ A 

2C  = ค่าแรงเฉือนท่ีจุดรองรับ A 

3C  = มุมลาดเอียงท่ีปลายเสา B, B   

4C  = ระยะการเคล่ือนตวัท่ีปลายเสา B  ในแนวแกน X 

5C  = ระยะการเคล่ือนตวัท่ีปลายเสา B  ในแนวแกน Y 

E  = ค่าโมดูลสัยดืหยุน่ 

F  = แรงกระทาํเป็นจุดท่ีปลายเสา B 

I  = ค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือยของพื้นท่ี 

k  = อนัดบัการดิฟเฟอเรนเชียลของฟังกช์นัแบบตวัแปรเดียว 

L  = ความยาวเสา 

M  = โมเมนตด์ดั 

s  = ความยาวส่วนโคง้ 

s   = พารามิเตอร์ไร้หน่วยของ s  

x  = ระยะการเคล่ือนตวัตามแนวแกน X ใดๆ 

x  = พารามิเตอร์ไร้หน่วยของ x   

Bx  = ระยะการเคล่ือนตวัท่ีปลายเสา B ตามแนวแกน X 

Bx  = พารามิเตอร์ไร้หน่วยของ  Bx  

X  = ฟังกช์นัแปลงเชิงอนุพนัธ์ของ  x  
y  = ระยะการเคล่ือนตวัตามแนวแกน Y ใดๆ 
y  = พารามิเตอร์ไร้หน่วยของ y   

By  = ระยะการเคล่ือนตวัท่ีปลายเสา B ตามแนวแกน y  

By  = พารามิเตอร์ไร้หน่วยของ  By  

Y  = ฟังกช์นัแปลงเชิงอนุพนัธ์ของ  y  

  = มุมลาดเอียง ณ ตาํแหน่งใดๆ  

Θ  = ฟังกช์นัแปลงเชิงอนุพนัธ์ของ    

  = F

EI
 

  = พารามิเตอร์ไร้หน่วยของ   



 
 

บทที ่1 
 

บทนํา 
 
  

1.1  ความเป็นมาและความสําคญัของปัญหา 
  การศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะและการแอ่นตวัของโครงสร้างโดยทัว่ไปนิยมใช้
ทฤษฎีการดดัเบ้ืองตน้  ท่ีมองโครงสร้างในลกัษณะเสาหรือคานตวัหน่ึง  และเม่ือโครงสร้างนั้นมีแรง
ภายนอกมากระทาํจะเกิดการเปล่ียนแปลงเชิงมุมของโครงสร้าง  และสมมติว่ามีการเปล่ียนแปลง
เชิงมุมนอ้ยมาก  ทาํใหใ้นสมการของรัศมีความโคง้ท่ีมีตวัหารเป็นสมการอนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงยกกาํลงั
สองมีค่านอ้ยมากดว้ยเช่นกนัจนสามารถตดัท้ิงได ้ แต่ในบางกรณี เช่น  คานท่ีพาดวางบนจุดรองรับไร้
แรงเสียดทานเม่ือมีนํ้ าหนักมากระทาํ ตัวคานเองสามารถแอ่นตัวได้มากกว่าปกติทั้ งท่ีคานยงัมี
คุณสมบติัอยูใ่นช่วงอิลาสติก  จึงทาํให้สมการทฤษฎีการดดัเบ้ืองตน้ไม่สามารถให้คาํตอบท่ีใกลเ้คียง
กบัความจริงได ้ ปัญหาการแอ่นตวัมากไดมี้การศึกษากนัอยา่งกวา้งขวางซ่ึงเห็นไดจ้ากงานวิศวกรรม
นอกฝ่ัง (Offshore Engineering)  ในงานขุดเจาะนํ้ ามนัตามแหล่งปิโตรเลียมต่างๆ  ปัญหาของท่อ
ลาํเลียงนํ้ ามนัระหว่างพื้นทะเลกบัแท่นเจาะ จะถูกมองว่าเป็นปัญหาแบบอิลาสติกคา (Elastica) หรือ
การแอ่นตวัมาก  ในทาํนองเดียวกนัการศึกษาปัญหาการโก่งเดาะมกัถูกนาํมาพิจารณาเก่ียวกบัเสาทั้ง
การหานํ้ าหนกัวิกฤต (Buckling load) และพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะ (Postbuckling behavior)  เช่น 
งานวิจยัของ Chai and Wang [1], Lingfeng and Shiyuan [2] ในปัจจุบนัวิธีการแกปั้ญหาเหล่าน้ีมกั
นิยมกระทาํใน  3  วิธีหลกัๆ คือ วิธีอิลิปติกอินทิกรัล (Elliptic-Integral Method), วิธียงิเป้า (Shooting 
Method) และวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์(Finite Element Method)  โดยวิธีการแรกไดใ้หค้าํตอบในรูปแบบ
ปิด  ในส่วนของสองวิธีการหลงัใหค้าํตอบในเชิงตวัเลข [3]   แต่อยา่งไรก็ตามวิธีการศึกษาทั้งสาม
ขา้งตน้ยงัตอ้งอาศยัเทคนิคการอินทิเกรตเพ่ือหาคาํตอบจึงทาํให้ในการศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่ง
เดาะและการแอ่นตวัมากเป็นปัญหาท่ีมีความไร้เชิงเสน้สูง มีความยุง่ยากซบัซอ้นมากยิง่ข้ึน   อยา่งไรก็
ตามมีนักวิจัยหลายท่านพยายามพฒันาเทคนิคการคาํนวณแบบใหม่ๆ เพื่อให้ง่ายต่อการศึกษา มี
ความถูกตอ้งสูงและมีความน่าเช่ือถือ เช่น ในงานวิจยัของ Odibat and Momani [4]  หรือการนาํเทคนิค
การคาํนวณแบบอ่ืนมาประยุกต์ใช้แกปั้ญหาการโก่งเดาะและการแอ่นตวัมากของโครงสร้าง เช่น 
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Salehi และคณะ [5] ไดใ้ชเ้ทคนิค VIM (Variational Iteration Method) เป็นตน้ แต่เทคนิคการคาํนวณ
เหล่าน้ียงัตอ้งอาศยัการอินทิเกรตร่วมดว้ยเช่นเดิม  
  วิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์ (Differential Transformation Method, DTM) เป็นเทคนิคการ
คาํนวณอีกวิธีหน่ึงท่ีกาํลงัไดรั้บความสนใจ มีนักวิจยัหลายท่านนาํมาประยุกต์เพื่อหาผลเฉลยของ
คาํตอบในดา้นงานวิศวกรรมมากข้ึน  สาํหรับงานวิจยัน้ีทาํการศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะของ
เสายื่นภายใตแ้รงกระทาํท่ีปลาย  จะนาํวิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์มาประยุกตใ์ชเ้พื่อหาผลเฉลยต่างๆ  
โดยวิธีการน้ีไม่ไดใ้ชเ้ทคนิคการอินทิเกรตใดๆ  แต่จะอาศยัเทคนิคการเปล่ียนโดเมนของระบบสมการ
เชิงอนุพนัธ์ของปัญหาใหอ้ยูใ่นรูปแบบของระบบสมการเชิงพีชคณิต เพื่อให้สะดวกต่อการแกปั้ญหา
เม่ือไดค้าํตอบของตวัแปรต่างๆ แลว้จึงเปล่ียนจากโดเมนระบบสมการเชิงพีชคณิตกลบัมาเป็นคาํตอบ
ของสมการ ซ่ึงจะไดก้ล่าวถึงต่อไป  
 

1.2 วตัถุประสงค์ของการศึกษา 
  1.  เพื่อหาผลเฉลยโดยประมาณในรูปแบบปิดอยา่งง่ายในการทาํนายพฤติกรรมภายหลงั
การโก่งเดาะของเสายืน่  
  2.  เพื่อประยกุตใ์ชว้ิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์ในการคาํนวณก่อนและหาผลเฉลยในช่วง
หลงัการโก่งเดาะของเสายืน่ 
 

1.3 ขอบเขตของการศึกษา 
  งานวิจยัน้ีนาํเสนอการวิเคราะห์พฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะของเสายืน่ภายใตแ้รงกระทาํ
ท่ีปลายโดยใช้ระเบียบวิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์ในการหาคาํตอบเชิงตวัเลข  ซ่ึงมีขอบเขตในการ
วิเคราะห์ดงัน้ี 
  1.3.1  แบบจาํลองในการวิเคราะห์เป็นแบบเสายืน่สองมิติ    ท่ีมีจุดรองรับดา้นหน่ึงเป็น
แบบยดึแน่น  และอีกปลายดา้นเป็นแบบอิสระ มีขนาดหนา้ตดั คุณสมบติัวสัดุคงท่ีตลอดความยาวเสา   
  1.3.2  การพิจารณาการโก่งเดาะของเสายืน่เป็นแบบโก่งตวัไดม้ากแต่ความเครียดภายใน
มีค่านอ้ย 
  1.3.3  คุณสมบติัวสัดุของเสาเป็นไปตามกฎของฮุค (Hooke’s Law) 
  1.3.4  สมการท่ีไดจ้ากการแปลงเชิงอนุพนัธ์ของสมการครอบคลุมปัญหา มีจาํนวนพจน์
สูงสุด 30 พจน์ 
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1.4  ขั้นตอนการศึกษา 
  1.4.1 พฒันาสมการคลอบคลุมปัญหาท่ีเป็นระบบสมการเชิงอนุพนัธ์แบบไม่เป็นเชิงเส้น 
และสมการดงักล่าวยงัข้ึนอยู่กบัตวัแปรต่างๆ มากมาย  เพื่อความสะดวกในการศึกษาตวัแปรต่างๆ 
และลดความผิดพลาดจากการคาํนวณจึงจดัสมการเชิงอนุพนัธ์แบบไม่เป็นเชิงเส้นน้ีให้อยูใ่นรูปแบบ
ตวัแปรไร้มิติ     
  1.4.2  หาผลเฉลยของตวัแปรต่างๆ ดว้ยระเบียบวิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์ 
  1.4.3 ทาํการตรวจสอบความถูกตอ้งของคาํตอบท่ีไดจ้ากการวิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์กบั  
คาํตอบท่ีไดจ้ากระเบียบวิธีแม่นตรง (Exact solutions) ในงานวิจยัท่ีผา่นมา  หากมีความคลาดเคล่ือน
สูงจะยอ้นกลบัไปดาํเนินการตามขอ้ท่ี 1.4.2  ดว้ยการสร้างพจน์ของสมการพีชคณิตในระเบียบวิธีการ
แปลงเชิงอนุพนัธ์ให้มีจาํนวนพจน์มากข้ึน  จนกว่าจะมีค่าความคลาดเคล่ือนสัมพทัธ์น้อยกว่า  

1010a
   

  1.4.4  หากตวัแปรท่ีไดใ้นขั้นตอนท่ี 1.4.2    ใหค้าํตอบท่ีสอดคลอ้งกบัเง่ือนไขขอบเขต
ของจุดรองรับแลว้จะสามารถนาํไปสร้างความสัมพนัธ์ระหว่างนํ้ าหนกับรรทุกและการเคล่ือนท่ีของ
ตาํแหน่งต่างๆ ต่อไปได ้
  1.4.5  สรุปผลการวิจยัและทาํรายงานผลการวิจยัเพ่ือนาํเสนอ 
 

1.5  ประโยชน์ทีค่าดว่าจะได้รับ 
  การศึกษาระเบียบวิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์โดยมีแบบจาํลองเป็นเสายื่นท่ีมีแรงกระทาํท่ี
ปลาย  กาํหนดใหเ้สามีคุณสมบติัโก่งเดาะหรือแอ่นตวัไดม้าก ท่ีปลายดา้นหน่ึงของจุดรองรับเป็นแบบ
ยดึแน่น ส่วนอีกปลายดา้นหน่ึงเป็นแบบอิสระ เสาในลกัษณะน้ีนิยมใชเ้ป็นแบบจาํลองของโครงสร้าง
แบบหน่ึงท่ีพบเห็นไดท้ัว่ๆ ไปในช้ินส่วนเคร่ืองจกัรกล เช่น ปีกเคร่ืองบิน ใบพดัเฮลิคอปเตอร์ หรือ
อุปกรณ์ทางดา้นกีฬา เช่น ไมค้ ํ้าถ่อ เป็นตน้   การวิเคราะห์ดว้ยระเบียบวิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์ มีขอ้ดี
ในดา้นการไม่ใชเ้ทคนิคการอินทิเกรตซ่ึงเป็นเร่ืองท่ียุ่งยากซบัซ้อน และอาจจะมีขอ้ผิดพลาดในการ
คาํนวณได้ง่าย  ระเบียบวิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์น้ียงัเป็นวิธีการใหม่ท่ีนํามาใช้ศึกษาปัญหาด้าน          
อิลาสติกคา  โดยท่ีการใชว้ิธีการดงักล่าวสามารถให้ผลเฉลยโดยประมาณในรูปแบบปิดได ้ซ่ึงจะมี
ประโยชน์อย่างยิ่งในการทาํนายพฤติกรรมท่ีให้ผลลพัธ์โดยทนัที (Real time) ไม่จาํเป็นตอ้งอาศยั
กระบวนการกระทาํซํ้ าอีกต่อไป และการเขา้ใจถึงขอ้จาํกดัต่างๆ ในระเบียบวิธีการน้ีจะสามารถนาํไป
ขยายผลและประยุกตใ์ชใ้นการวิเคราะห์ปัญหาสมการเชิงอนุพนัธ์อ่ืนๆ ในงานวิศวกรรมเพ่ือหาผล
เฉลยของคาํตอบท่ีมีความแม่นยาํ ถูกตอ้งและรวดเร็วไดดี้ยิง่ข้ึน  



 
 

บทที ่2 
 

ทฤษฎแีละงานวจิัยทีเ่กีย่วข้อง 
 
 
 งานวิจยัน้ีทาํการพิจารณาเสายื่นท่ีมีจุดรองรับแบบยึดแน่น  อีกปลายเสาดา้นหน่ึงเป็นแบบ
อิสระ  ภายใตแ้รงกระทาํท่ีปลายอิสระในแนวด่ิง  เม่ือเสารับแรงกระทาํจะเกิดการโก่งเดาะดดังอได ้
การวิเคราะห์ปัญหาดงักล่าวจะใชว้ิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์ เพื่อหานํ้าหนกับรรทุกวิกฤตและการเสียรูป
ของเสาหลงัการโก่งเดาะ และนาํผลการคาํนวณท่ีไดม้าเปรียบเทียบกบัวิธีผลเฉลยแม่นตรง   และใน
บทน้ีจะกล่าวถึงทฤษฎีและงานวิจยัต่างๆ ท่ีเก่ียวขอ้ง  รวมถึงหลกัการการหาคาํตอบของวิธีการแปลง
เชิงอนุพนัธ์ ดงัน้ี 
  

2.1  สมมตฐิานในการวเิคราะห์ 
 สมมติฐานท่ีใช้ในการศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะของเสายื่นภายใตแ้รงกระทาํท่ี
ปลายมีรายละเอียดดงัน้ี 
 2.1.1  วสัดุของเสามีลกัษณะเป็นเน้ือเดียวกนัตลอดความยาวเสาและมีคุณสมบติัทาง
กายภาพ เหมือนกนัในทุกทิศทาง 
 2.1.2  เสาไม่มีการยดืตวัหรือหดตวัตามแนวแกนเม่ือมีแรงกระทาํ 
 2.1.3  หนา้ตดัของเสาเป็นระนาบคงท่ีทั้งก่อนและหลงัรับแรงกระทาํ 
 2.1.4  การแอ่นตวัและโก่งเดาะดดังอของเสามีไดม้าก  แต่ความเครียดท่ีเกิดข้ึนมีค่านอ้ย 
 2.1.5  ไม่คาํนึงถึงผลกระทบการเสียรูปอนัเน่ืองมาจากแรงเฉือน 
 2.1.6  การแอ่นตวัและโก่งดดังอของเสาอยูภ่ายใตท้ฤษฎีการดดัของออยเลอร์-แบร์นูลลี  
(Euler-Bernoulli) 
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x

y

(+y)

(-y)

(+ )

(+ )

(- )

(- )

(-M)

(+M)  
รูปที ่2.1  ขอ้กาํหนดและเคร่ืองหมาย 

 

2.2  ลกัษณะของปัญหา 
 ลกัษณะปัญหาของเสายื่นท่ีมีการโก่งเดาะดดังอไดม้ากเม่ือรับแรงกระทาํท่ีปลาย  ดงัแสดง
ในรูปท่ี 2.2  ซ่ึงมีค่าความแขง็แรงของวสัดุต่อการดดั (Flexural Rigicity) เท่ากบั  EI  โดยท่ี E คือ ค่า
โมดูลสัยดืหยุน่  และ I  คือ ค่าโมเมนตค์วามเฉือยของเสา  ปลายเสาดา้น A  มีจุดรองรับแบบยดึแน่น  
และปลายเสาดา้น B  เป็นแบบอิสระ โดยท่ีเสายื่นมีความยาว  L หน่วย มีแรงกระทาํท่ีปลายเสาใน
แนวด่ิงเท่ากับ   F   เม่ือเสารับแรงกระทาํถึงระดับหน่ึงจะเกิดการเสียรูปร่างของเสา  ทั้งการ
เปล่ียนแปลงเชิงมุมและการเคล่ือนตวัต่างๆ ตลอดความยาวเสา   ขนาดของแรง  F  กระทาํสูงสุดก่อน
เกิดการเสียรูปของโครงสร้างน้ีเรียกว่านํ้ าหนกับรรทุกวิกฤต  Timoshenko และคณะ [6]  พบว่า
นํ้ าหนกับรรทุกวิกฤตของโครงสร้างดงักล่าวมีขนาด 2 / 4    การหาค่านํ้ าหนกับรรทุกวิกฤต ค่าการ
เปล่ียนแปลงเชิงมุมและค่าการเคล่ือนท่ีต่างๆ ของเสาท่ีขนาดนํ้ าหนกั  F  กระทาํต่างๆ  ในการศึกษาน้ี
ใชว้ิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์หาคาํตอบในเชิงตวัเลข  โดยท่ีวิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์น้ี เป็นวิธีการหาผล
เฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ท่ีไม่ตอ้งใช้เทคนิคการอินทิเกรต  แต่จะอาศยัการแปลงสมการเชิง
อนุพนัธ์ใหอ้ยูใ่นรูปของสมการพีชคณิต  และจดัรวบรวมพจน์ต่างๆ ท่ีไดใ้หอ้ยูใ่นลกัษณะของสมการ
อนุกรมเทยเ์ลอร์ (Taylor’s series) ดงัจะไดก้ล่าวต่อไป 
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รูปที ่2.2  ลกัษณะของเสายืน่ภายใตแ้รงกระทาํท่ีปลายเสาอิสระ 
  

2.3  การวเิคราะห์ปัญหา 
 การวิเคราะห์ปัญหาของงานวิจยัน้ีดว้ยวิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์  แบ่งออกเป็น 2 กรณี ดงัน้ี  
 2.3.1  กรณีศึกษานํ้าหนกับรรทุกวิกฤต (Buckling load) 
 จากทฤษฎีการดดัของออยเลอร์-แบร์นูลลี (Euler-Bernoulli) สมการความโคง้ของเสา-คาน
แม่นตรง แสดงในสมการท่ี (2.1) ท่ีอยู่ในรูปของสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัสองสามารถใชว้ิเคราะห์
ปัญหาการเสียรูปหรือการแอ่นตวัไดทุ้กรูปแบบ  แต่อยา่งไรก็ตามสมการน้ีมีพจน์ท่ีเป็นฟังกช์นัไร้เชิง
เส้นร่วมอยูด่ว้ย  ทาํให้การวิเคราะห์ปัญหาทาํไดยุ้่งยากยิ่งข้ึน  โดยทัว่ไปจะนิยมสมมติให้การเปล่ียน
รูปของโครงสร้างมีค่านอ้ยมาก  ทาํใหใ้นค่าของอนุพนัธ์อนัดบัท่ี 1 ท่ีถูกยกกาํลงัสองมีค่านอ้ยมากจน
สามารถตดัท้ิงได ้ และเม่ือรวมผลของค่าความเครียดท่ีเกิดจากการดดั  ดงันั้นสมการค่าความโคง้ท่ีใช้
ในการพิจารณาปัญหาการโก่งเดาะของเสายืน่ภายใตแ้รงกระทาํท่ีปลายเสาในแนวแกนเสา แสดงไดด้งั
สมการท่ี (2.2) 

การสร้างสมการครอบคลุมปัญหาจะพิจารณาจากช้ินส่วนยอ่ยเสาท่ีระยะตดั x ใดๆ และอยู่
ในสภาวะสมดุลของแรงต่างๆ  แสดงในรูปท่ี 2.3 (ข)  โดยอาศยัสมมติฐานขอ้ท่ี 2.1.6   
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รูปที ่2.3  รูปร่างของเสายืน่เม่ือเกิดการเสียรูป 
 

 

2

2

3
2 2

1

1

d y
d dx
ds

dy

dx


 

     
   

                    (2.1) 

 
2

2

1 
 


d d y M

ds EIdx
                                                            (2.2) 

 
 พิจารณารูปท่ี 2.3 (ข)  ได ้  BM Fy Fy     จากนั้นดิฟเฟอเรนชิเอทหน่ึงคร้ังเทียบกบั x  
จะได ้

  
 

( )Bd ydM dy
F F

dx dx dx
                         (2.3) 

 
จากนั้นนาํสมการท่ี (2.2)  ดิฟเฟอเรนชิเอทหน่ึงคร้ังเทียบกบั x  แสดงในสมการท่ี (2.4) และนาํสมการ
ท่ี (2.3) แทนค่า จะไดด้งัแสดงในสมการท่ี (2.5) 
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3

3
0 

d y dM
EI

dxdx
                                      (2.4) 

     
                                       (2.5) 

 
 ทาํการดิฟเฟอเรนชิเอทสมการท่ี (2.5) เทียบกบั x อีกหน่ึงคร้ังและเน่ืองจาก  By  เป็น
ค่าคงท่ีใดๆ  จะไดส้มการเชิงอนุพนัธ์การโก่งตวัสาํหรับเสาใดๆ ท่ีมีแรงกระทาํตามแนวแกนเสา แสดง
ในสมการท่ี (2.6) 
 

 
4 2

4 2
0

d y d y

dx dx
                       (2.6) 

 

 โดย    F

EI
     

 
 สมการเชิงอนุพนัธ์สาํหรับการพิจารณาหานํ้ าหนกับรรทุกวิกฤตใชส้มการท่ี (2.6) ซ่ึงเป็น
สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 4  อยูใ่นรูปของตวัแปร  y ท่ีอธิบายถึงพฤติกรรมการโก่งเดาะ ณ ตาํแหน่ง
ต่าง ๆ ของเสา  การคาํนวณหานํ้ าหนกับรรทุกวิกฤตสามารถพิจารณาไดจ้ากพฤติกรรมการโก่งเดาะ
ของโครงสร้างเสา ดงันั้นเง่ือนไขขอบเขตท่ีนาํมาพิจารณาสมการท่ี (2.6) คือ การเคล่ือนท่ีของตวัแปร 
y เขา้ใกลศู้นยท่ี์จุดปลายเสายืน่   และมีจาํนวนเง่ือนไขขอบเขตของเสายืน่ท่ีใชแ้กส้มการ 4 ตวั  ดงัน้ี 
 
ท่ี x=0  (fixed end)   
 y( 0) 0 x                              (2.7) 
 y ( 0) 0  x                              (2.8) 
ท่ี x=1  (free end)  
 ( 1) ( 1) 0   M x y x                             (2.9) 
 ( 1) ( 1) . ( 1) 0      Q x y x y x                  (2.10) 
 
 
 
 

 3

3
Bd yd y dy

EI F F
dx dxdx
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 2.3.2  กรณีศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะ (Postbuckling behavior) 
 การพิจารณาปัญหาหลงัการโก่งเดาะเพ่ือหาสมการมุมลาดเอียง ระยะการโก่งตวัของ
โครงสร้างท่ีตาํแหน่งใดๆ  อาศยัสมการท่ี (2.2)   และทาํการยา้ยจุดเร่ิมตน้มาอยู่ท่ีปลายเสา B  เพ่ือ
ความสะดวกในการนาํค่ามุมลาดเอียงท่ีปลายเสา B  มาร่วมพิจารณา   ดงัน้ี 

s

EI

 
 

รูปที ่2.4  ช้ินส่วนการพิจารณาหาโมเมนตด์ดั  M  ท่ีระยะ x ใดๆ 
 
สมการเชิงอนุพนัธ์สาํหรับมุมลาดเอียงใดๆ ของเสาใชส้มการท่ี (2.2) ดงัน้ี 
 

1 d M

ds EI

 
 


                   (2.11) 

 

 0
d

EI M
ds


                         (2.12) 

 
 จากรูปท่ี 2.3 (ข)  จะได ้ .M F y   นาํค่าโมเมนต ์ M  แทนในสมการท่ี (2.12) สมการใหม่
ท่ีไดมี้ตวัแปร  y  ท่ีสมัพนัธ์กบัมุมลาดเอียงท่ีระยะใดๆ จากนั้นทาํการดิฟเฟอเรนชิเอทสมการเทียบกบั 
s  จะได ้

 
2

2
0

d dy
EI F

dsds


                                      (2.13) 
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ดงันั้นสมการเชิงอนุพนัธ์สาํหรับมุมลาดเอียงท่ีระยะ s ใดๆ ตลอดความยาวเสา คือ 
 

 
2

2
0

d dy

dsds


                                (2.14) 

 

 โดย  F

EI
 

   
 
ความสมัพนัธ์ทางเรขาคณิตของช้ินส่วนยอ่ยเสา จะได ้
 
 
                                  (2.15 a)
   
                  (2.15 b) 

 
 

รูปที ่2.5  แสดงความสมัพนัธ์ทางเรขาคณิตของช้ินส่วนยอ่ยเสา 
 

                
               

ระบบสมการท่ีใชว้ิเคราะห์ปัญหามุมลาดเอียง  ระยะโก่งตวัตามแนวแกน X  และแนวแกน Y  คือ 
สมการท่ี (2.14) - (2.15)  ตามลาํดบั  ในการแกส้มการมีเง่ือนไขขอบเขตของเสายืน่จาํนวน  4 เง่ือนไข 
ดงัน้ี 
 
ท่ี s=0  (free end)   

'( 0) 0s                              (2.16) 
ท่ี s=1  (fixed end)   

( 1) 0s                              (2.17) 
( 1) 1   Bx s x                    (2.18) 

 y( 1)  Bs y                            (2.19) 
 

cos
dx

ds
 

sin
dy

ds
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2.4  การศึกษาตวัแปรไร้มิต ิ
 เพื่อลดความยุ่งยากและขอ้ผิดพลาดในการคาํนวณเชิงตวัเลข  จะใชเ้ทคนิคการเปล่ียนตวั
แปรของสมการให้เป็นชนิดตวัแปรไร้มิติหรือไร้หน่วย ดงันั้นสมการท่ี (2.6) – (2.10) และสมการท่ี  
(2.14) – (2.19)  สามารถเปล่ียนเป็นตวัแปรไร้มิติไดด้งัน้ี 

2.4.1  กรณีศึกษานํ้าหนกับรรทุกวิกฤต  
 

 
; ;

x y s
x y s

L L L
  

           (2.20 a-c) 
 

 

2FL

EI
                      (2.21) 

 

 

4 2

4 2
0

d y d y

dx dx
 

                   (2.22) 
 

 0 0 y(x )                            (2.23) 
 0 0  y (x )                                            (2.24) 
 1 0  y (x )                                  (2.25) 

 1 1 0    y (x ) .y (x )                         (2.26) 
 

2.4.2  กรณีศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะ 
นาํสมการท่ี (2.15 b) แทนในสมการท่ี (2.14) และนาํสมการท่ี (2.20) แทนในสมการท่ี 

(2.14) - (2.15) จะไดส้มการท่ีมีตวัแปรเป็นตวัแปรแบบไร้มิติ ดงัน้ี 

 
2

2
.sin( ) 0

d

ds


                                 (2.27) 

 

 cos( )
d x

d s
                               (2.28) 

 

 sin( )
d y

d s
                               (2.29) 

 

 0 0  (s )                            (2.30) 
 1 0  (s )                            (2.31) 
 1 1 Bx(s ) x                              (2.32) 
 1  By(s ) y                            (2.33) 
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2.5 วธีิการแปลงเชิงอนุพนัธ์  
 ปัญหาในทางวิทยาศาสตร์และวิศวกรรมส่วนใหญ่สามารถอธิบายไดใ้นรูปแบบสมการเชิง
อนุพนัธ์  แต่การแกส้มการเชิงอนุพนัธ์โดยเฉพาะปัญหาท่ีมีความไร้เชิงเส้น (Non linearity) เพื่อใหไ้ด้
คาํตอบท่ีแม่นตรงสามารถกระทาํไดย้าก  มีหลายวิธีท่ีอาศยัการประมาณค่าเชิงตวัเลขแทนเพ่ือให้ได้
คาํตอบท่ีใกลเ้คียงและยอมรับได ้ เช่น  วิธีการยิงเป้า วิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์สาํหรับงานวิจยัน้ีใชว้ิธีการ
แปลงเชิงอนุพนัธ์ หรือเรียกยอ่ๆ วา่วิธี  DTM  ในวิธีการน้ีอาศยัการแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์  ใหอ้ยูใ่น
รูปของสมการพีชคณิตทาํใหส้ามารถหาผลคาํตอบเชิงตวัเลขไดง่้าย  แนวความคิดของระเบียบวิธีการ
น้ีถูกนาํเสนอคร้ังแรกในปี 1982 โดย Pukhov [7]  ต่อมาในปี 1986  Zhou [8] ไดใ้ชว้ิธีการน้ีแกปั้ญหา
ของโจทยเ์ง่ือนไขเร่ิมตน้ของสมการเชิงเสน้และไร้เชิงเสน้ในงานวงจรไฟฟ้า วิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์
มีรายละเอียดดงัน้ี    
        

                (2.34 a) 
 
                   (2.34 b) 
 
หากกาํหนดให ้  0a      จะได ้  
 
                                                                            (2.35) 
 
 
สมการท่ี (2.34) เม่ือ  ( )f x  คือฟังกช์นัคาํตอบของสมการเชิงอนุพนัธ์ในรูปแบบของอนุกรมเทยเ์ลอร์  
หรือเม่ือกาํหนดให ้ a =0  จะเรียกว่ารูปแบบของอนุกรมแมคคลอริน (Maclaurin’s series)  แสดงใน
สมการท่ี (2.35)  ซ่ึงเป็นฟังก์ชนัพื้นฐานสาํหรับการวิเคราะห์หาคาํตอบของสมการท่ีอยูใ่นรูปสมการ
เชิงอนุพนัธ์     จะเห็นไดว้่าการหาคาํตอบของสมการจาํเป็นตอ้งมีการดิฟเฟอเรนชิเอทสมการเชิง
อนุพนัธ์ให้มีอนัดบัท่ีสูงข้ึนเพื่อท่ีจะให้ไดค้าํตอบท่ีมีความเท่ียงตรงมากข้ึน อยา่งไรก็ดีการหลีกเล่ียง
การทาํดิฟเฟอเรนชิเอท สมการเชิงอนุพนัธ์พบไดใ้นวิธีการหาคาํตอบแบบเชิงตวัเลข เช่น ระเบียบวิธี
ของรุงเง-คุตตา (Runge Kutta) อนัดบัท่ี 4 ถูกนาํมาใชใ้นงานวิจยัการแอ่นตวัมากของคาน พบไดใ้น
งานวิจยั [9,10]  
 เทคนิคการหาคาํตอบของวิธี DTM  น้ีเป็นการหาค่าสมัประสิทธ์ในพหุนามของอนุกรม  
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เทยเ์ลอร์ใหม่  โดยการยา้ยสมการเชิงอนุพนัธ์ในโดเมนท่ีสนใจไปอยูใ่นโดเมน  k  ท่ีอยูใ่นรูปแบบ
สมการพีชคณิต  ซ่ึงไม่ตอ้งทาํการดิฟเฟอเรนชิเอทสมการเชิงอนุพนัธ์  การหาค่าสัมประสิทธ์ิพิจารณา
จากรูปแบบเร่ิมตน้ของสมการแลว้ทาํการจดัให้อยู่ในรูปของฟังก์ชันอนุกรมเทยเ์ลอร์ จากนั้นใช้
วิธีการทาํซํ้ าจนกว่าผลเฉลยลู่เขา้หาคาํตอบหรือมีความแตกต่างของผลเฉลยในแต่ละรอบน้อยมาก  
ดงัน้ี 
 
นิยาม 2.1  ถา้  ( )f x  เป็นฟังกช์นัสมการเชิงอนุพนัธ์  การแปลงฟังกช์นัสมการเชิงอนุพนัธ์ลาํดบัท่ี  k 
ของฟังกช์นั  ( )f x  คือ          
 

             (2.36) 
 
นิยาม 2.2  ส่วนกลบัของการแปลงฟังกช์นัสมการเชิงอนุพนัธ์ลาํดบัท่ี  k  ของฟังกช์นั  F( )k    คือ 
 

             (2.37) 
 
เม่ือ   0 0x     จะสามารถเขียนนิยาม 2.1  และนิยาม 2.2  ใหม่ไดเ้ป็น 
 
นิยาม 2.3  การแปลงฟังกช์นัสมการเชิงอนุพนัธ์ลาํดบัท่ี  k  ของฟังกช์นั  ( )f x  คือ 
 
                      (2.38) 
 
นิยาม 2.4  ส่วนกลบัของการแปลงฟังกช์นัสมการเชิงอนุพนัธ์ลาํดบัท่ี  k  ของฟังกช์นั  F( )k    คือ 
 

             (2.39) 
 
นาํสมการท่ี (2.38)  แทนในสมการท่ี (2.39)  จะได ้
   

             (2.40) 
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จะเห็นไดว้า่สมการท่ี (2.35)  และสมการท่ี (2.40)  มีลกัษณะเหมือนกนัเน่ืองจาก  DTM  พฒันามาจาก
วิธีการของอนุกรมเทยเ์ลอร์นัน่เอง  และในความเป็นจริงลาํดบัท่ี  k   จะมีขอบเขตท่ีจาํกดัซ่ึงข้ึนอยู ่
กบัอตัราการลู่เขา้ของคาํตอบ  ดงันั้นลาํดบัสุดทา้ยของ   k   คือ  m  ดงัน้ี 
      

             (2.41) 
 
ทฤษฎี 2.1   ถา้      f x g x h x    ดงันั้น       F G Hk k k                        (2.42) 
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ทฤษฎี 2.2   ถา้    f x g x    ดงันั้น     F Gk k    เม่ือ    คือ ค่าคงท่ี                   (2.43)   

พิสูจน์ จาก   
0

1 ( )
F( )

!

k

k
x

d f x
k

k dx 

 
  

  
 

 

   

0

1

!

k

k
x

d g x

k dx




 
  

  
 

 
    F Gk k   
 
 

  
0

( ) F
m

k

k
f x k x


 



25 

ทฤษฎี 2.3   ถา้     d g x
f x

dx
   ดงันั้น       F 1 1G kkk                       (2.44)   
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ทฤษฎี 2.4   ถา้     l
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dx
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คูณดา้นขวาของสมการดว้ย      
    

1 2 ...

1 2 ...
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ทฤษฎี 2.5   ถา้      .f x g x h x   ดงันั้น       
0

F G H
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l lk k


                            (2.46)   
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ทฤษฎี 2.6   ถา้        . .if x g x h x x   

  ดงันั้น         
0 0
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สาํหรับสมการอ่ืนๆ  สามารถสร้างฟังกช์นัแปลงอนุพนัธ์ดงัแสดงตารางท่ี  2.1 
 
ตารางที ่2.1  สมการแปลงเชิงอนุพนัธ์  [11, 12] 
ฟังกช์นัเร่ิมตน้ ฟังกช์นัแปลง 

     f x g x h x         F G Hk k k    
   f x g x       F Gk k  ,       

     f x g x h x        
0

F G H
k

l

k k l l


    

   d
f x g x

dx


 
     F 1 G 1k k k  

 

   
2

2

d
f x g x

dx


 
      F 1 2 G 2k k k k     

   
n

n

d
f x g x

dx
        !

F G
!

k n
k k n

k


    

  nf x x      
0,   

F
1,   

if k n
k k n

if k n


     

  

       1 2 3f x f x f x f x          
1

1 0 2 0

1 1 2 1 2 3 2F F F F
kk

k k

k k k k k k
 

               

 
 
 



31 

2.6  ค่าความคลาดเคลือ่น 
 การวิเคราะห์ปัญหาดว้ยวิธีการเชิงตวัเลข เป็นการหาคาํตอบดว้ยวิธีการประมาณค่าซ่ึง
แน่นอนว่าคาํตอบท่ีไดจ้ะไม่ใช่คาํตอบท่ีแทจ้ริง  ค่าความคลาดเคล่ือนท่ีเกิดข้ึนจะข้ึนอยูก่บัขอ้มูลท่ีใช้
ในการคาํนวณ  วิธีวดัค่าความคลาดเคล่ือนท่ีนิยมใชมี้ดงัน้ี [13] 
 (1) ค่าความคลาดเคล่ือนแทจ้ริง (Absolute error, t ) 
 

    t e av v                    (2.48) 
 

 (2) ค่าความคลาดเคล่ือนสมัพทัธ์ (Relative error, r ) 
 

  ; 0


 e a
r e

e

v v
v

v
                  (2.49) 

 
 (3) ค่าความคลาดเคล่ือนสมัพทัธ์ร้อยละ (Percent relative error) 
 

  100%e a
r

e

v v

v


                    (2.50) 

 

 โดยท่ี   ev  คือ ค่าแม่นตรง 
  av  คือ ค่าโดยประมาณ 
 
ตวัอยา่ง  การคาํนวณค่าความคลาดเคล่ือน 
 สะพานแห่งหน่ึงวดัความยาว  9,999  เซนติเมตร  และวดัน็อตท่ีใชร้้อยเหลก็ไดย้าว  9 
เซนติเมตร  ถา้สะพานแห่งน้ีมีความยาวจริง  10,000  เซนติเมตร  และน๊อตมีขนาดความยาวจริง  10 
เซนติเมตร  ก) จงหาค่าความคลาดเคล่ือนแทจ้ริง  ข) จงหาค่าความคลาดเคล่ือนสมัพทัธ์ร้อยละ 
 ก) ค่าความคลาดเคล่ือนแทจ้ริง 
  สะพาน 

10,000 9,999 1   t cm  
  น๊อต 
   10 9 1   t cm  
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 ข) ค่าความคลาดเคล่ือนสมัพทัธ์ร้อยละ 
  สะพาน 

1
100 0.01 %

10,000r   
 

 
  น๊อต 

   
1

100 10 %
10r   

 
 
 ถึงแมว้่าค่าความคลาดเคล่ือนท่ีเกิดจากการวดัส่ิงของทั้งสองจะมีค่าเพียง 1 เซนติเมตร
เท่ากัน  แต่เม่ือคาํนวณด้วยวิธีค่าคลาดเคล่ือนสัมพทัธ์ร้อยละพบว่าขนาดความยาวของน๊อตมีค่า
คลาดเคล่ือนถึง 10 %   และมากกว่าค่าคลาดเคล่ือนของความยาวสะพาน  1,000 เท่า  ดงันั้นวิธีการวดั
ค่าคลาดเคล่ือนสมัพทัธ์ร้อยละจึงเป็นวิธีท่ีบ่งบอกความถูกตอ้งไดดี้กวา่วิธีวดัค่าคลาดเคล่ือนแทจ้ริง 
 ในการคาํนวณเชิงตวัเลขบางคร้ังอาจจะไม่ทราบค่าท่ีแทจ้ริงของคาํตอบ  จึงทาํให้ไม่
สามารถใชว้ิธีวดัค่าคลาดเคล่ือนสัมพทัธ์ไดโ้ดยตรง  อย่างไรก็ตามวิธีการคาํนวณเชิงตวัเลขจะรู้
ค ําตอบเฉพาะท่ีประมาณค่าของฟังก์ชันใดๆ  ได้ในรอบนั้ นๆ   จึงมีการประยุกต์ใช้วิ ธีว ัดค่า
คลาดเคล่ือนสัมพทัธ์เปรียบเทียบระหว่างค่าท่ีคาํนวณไดใ้นรอบใหม่กบัค่าท่ีคาํนวณไดใ้นรอบก่อน 
และวิธีการน้ีจะใชใ้นการคาํนวณเปรียบเทียบค่าต่างๆ ในงานวิจยัน้ีต่อไป  แสดงรายละเอียดดงัน้ี  
 

 a
previous approximation current approximation

previous approximation
 

                          (2.51) 

 
 โดยท่ี   a  คือ ค่าความคลาดเคล่ือนสมัพทัธ์ประมาณ 
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2.7  งานวจิยัทีเ่กีย่วข้อง 
 ในช่วงหลายปีท่ีผา่นมามีนกัวิจยัหลายท่านไดศึ้กษาและนาํวิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์ หรือท่ี
เรียกว่าวิธี DTM มาประยกุตใ์ชแ้กปั้ญหาสมการเชิงอนุพนัธ์ในงานดา้นต่างๆ  ตลอดจนมีการพฒันา
ปรับปรุงดา้นเทคนิคการคาํนวณใหป้ระสิทธิภาพดียิง่ข้ึน อาทิ เช่น 
 2.7.1  เปรียบเทียบผลการคาํนวณ 

Ertürk [14] แกปั้ญหาสมการเชิงอนุพนัธ์ อนัดบั 6 ท่ีเป็นปัญหาขอบเขต จาํนวน 2 ตวัอยา่ง 
พบว่าการใชว้ิธี DTM ใหค้าํตอบท่ีน่าเช่ือถือและมีประสิทธิภาพเพียงพอ  หลงัจากนั้น Hassan [9] ได้
นาํมาใชแ้กปั้ญหาระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ท่ีมีลกัษณะเชิงเส้นและไม่เป็นเชิงเส้น ผลการศึกษาพบว่า
วิธี DTM ให้คาํตอบใกลเ้คียงกบัคาํตอบแม่นตรงและใกลเ้คียงกบัวิธี รุงเง-คุตตา ซ่ึงสอดคลอ้งกบั
การศึกษาของ Mirzaee [15]  นอกจากน้ี Thongmoon and Pusjuso [16] ใชว้ิธี DTM หาผลเฉลยของ
ระบบสมการเชิงอนุพนัธ์สามญัเปรียบเทียบกบัผลท่ีไดจ้ากวิธีการแปลงลาปลาซ พบว่าวิธี DTM มี
ประสิทธิภาพและเป็นเคร่ืองมือท่ีน่าเช่ือถือ สามารถนาํไปใชแ้กปั้ญหาระบบสมการเชิงอนุพนัธ์สามญั
ได ้ ในช่วงเดียวกนั  Biazar  et al. [17] ไดป้ระยกุตใ์ชว้ิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์ เพื่อแกปั้ญหาสมการ
เชิงอนุพนัธ์กาํลงัสอง ผลการศึกษา นาํมาเปรียบเทียบกบัวิธี  Homotopy และ Adomain decomposition 
ผลการศึกษา ช้ีใหเ้ห็นวา่วิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์ DTM มีประสิทธิภาพดีกว่าอีก 2 วิธี  ต่อมา Patil and 
Khambayat [18] นาํวิธี DTM มาประยกุตใ์ชใ้นการแกปั้ญหาระบบสมการเชิงอนุพนัธ์แบบเชิงเส้น   
ผลการศึกษา แสดงให้เห็นว่า รูปแบบของสมการคาํตอบท่ีได ้ สามารถจดัอยู่ในรูปของอนุกรมกาํลงั
ไดง่้าย และสรุปวา่วิธี DTM เป็นวิธีท่ีมีประสิทธิภาพดี 
 2.7.2  การประยกุตใ์ชแ้กปั้ญหาดา้นวิศวกรรม 

Chen and Liu [19],  Yaghoobi and Torabi [20] ใชศึ้กษาปัญหาดา้นการนาํความร้อนแบบ
ไร้เชิงเส้นท่ีเป็นปัญหาแบบเง่ือนไขเบ้ืองตน้ ไดผ้ลเฉลยคาํตอบอยู่ในรูปของอนุกรมเทยเ์ลอร์  ซ่ึงมี
ลกัษณะคลา้ยกบังานวิจยัของ Joneidi et al. [21] ท่ีนาํมาใชห้าผลเฉลยของปัญหาดา้นประสิทธิภาพ
ของครีบระบายความร้อน เปรียบเทียบกับผลเฉลยแม่นตรงพบว่าให้ผลคาํตอบท่ีใกล้เคียงกัน  
นอกจากน้ียงัมีงานวิจยัท่ีนาํเอาวิธี DTM มาใชศึ้กษาโครงสร้างภายใตแ้รงกระทาํในรูปแบบต่างๆ เช่น  
แรงตามแนวแกนท่ีกระจายแปรผนัตามความยาวคาน ต่อมาในงานวิจยัของ Shin and Yun [12], 
Balkaya [11] ทาํการพฒันาสมการเชิงอนุพนัธ์ของปัญหาการแอ่นตวัของโครงสร้างจากหลกัการของ  
ทฤษฎีการดดัออยเลอร์-เบอร์นูลี  การศึกษาพบว่าจาํนวนพจน์ของสมการคาํตอบมีผลต่อความถูกตอ้ง
ของคาํตอบ การใชจ้าํนวนพจน์ท่ีมากทาํใหค้าํตอบมีความเท่ียงตรงสูงดว้ยเช่นกนั  และคาํตอบจากวิธี 
DTM สอดคลอ้งกบัวิธีเชิงตวัเลขอ่ืนๆ    และเม่ือเร็วๆ น้ี มีการศึกษาปัญหาของเสาเข็มท่ีบรรทุก
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นํ้าหนกัในแนวด่ิงและฝังจมเสาเขม็ลงในดิน  อิลาสติกบางส่วน ในงานวิจยัของ Catal [22]  ซ่ึงใหผ้ล
คาํตอบโดยประมาณอยูใ่นรูปแบบของอนุกรมเทยเ์ลอร์ มีความถูกตอ้งและน่าเช่ือถือสูงเม่ือเทียบกบั
คาํตอบจากสมการแม่นตรง    

การศึกษาในดา้นเสถียรภาพการโก่งเดาะของโครงสร้าง    พบในงานวิจยัของ Chai and 
Wang [1] ไดน้าํวิธีการ DTM มาวิเคราะห์หาคาํตอบดา้นการโก่งเดาะของเสาขนาดใหญ่ พบว่าจาํนวน
พจน์ของสมการพีชคณิตท่ีไดจ้ากการแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์มีผลต่อความถูกตอ้งของคาํตอบ และ
ให้ค่าโดยประมาณการโก่งเดาะของเสาใกลเ้คียงกบัค่าจากสมการแม่นตรง นอกจากน้ียงัไดศึ้กษา
นํ้าหนกับรรทุกวิกฤตของเสาปลายอิสระรับนํ้ าหนกัตามแนวด่ิง ซ่ึงใหค้าํตอบเท่ียงตรงสูงและลู่เขา้หา
คาํตอบแม่นตรงเม่ือใชจ้าํนวนพจน์ของสมการท่ีมากข้ึน   และในงานวิจยัของ Salehi et al. [5] ศึกษา
ปัญหาการแอ่นตวัมากของคานยืน่ท่ีมีนํ้ าหนกักระทาํท่ีปลายคาน  ผลการศึกษาพบว่าคาํตอบท่ีไดจ้าก
วิธี DTM มีความแม่นยาํ ถูกตอ้งกว่าวิธี VIM (Variational Iteration Method) และวิธี ADM (Adomian 
Decomposition Method)  สาํหรับงานวิจยัของ Lingfeng and Shiyuan [2] ไดศึ้กษาปัญหานํ้ าหนกั
บรรทุกวิกฤตของเสาท่ีมีจุดรองรับแบบยดึหมุนทั้งสองดา้น ผลการศึกษาพบว่าเม่ือใชจ้าํนวนพจน์ของ
สมการคาํตอบท่ีอยูใ่นรูปของอนุกรมเทยเ์ลอร์มากกว่า 13 พจน์ข้ึนไป จะไดค้่านํ้ าหนกับรรทุกวิกฤตท่ี
เท่ียงตรงและสอดคลอ้งกบัสมการแม่นตรง เม่ือเร็วๆ น้ี บุญชยั ผึ้งไผง่ามและคณะ [23, 24] ไดน้าํวิธี 
DTM มาคาํนวณค่าการโก่งเดาะของเสายดืหยุน่ท่ีสภาพการยดึร้ังท่ีปลายสามารถปรับเปล่ียนได ้และ
การคาํนวณผลเฉลยเชิงประมาณของการแอ่นตวัมากของคานยืน่ พบว่าจาํนวนพจน์ของฟังกช์นัแปลง
ท่ีใชใ้นการคาํนวณวิธี DTM มีผลต่อความถูกตอ้งของคาํตอบ กล่าวคือ จาํนวนพจน์ยิ่งมากผลของ
คาํตอบยิง่เท่ียงตรง 
 
 
 
 



 
 

บทที ่3 
 

วธีิดาํเนินการศึกษา 
 
 
 การศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะของเสายืน่ภายใตแ้รงกระทาํท่ีปลายในงานวจิยัน้ี มี
สมการครอบคลุมปัญหาไดแ้สดงไวใ้นบทท่ี 2 ไดแ้ก่สมการท่ี (2.6) ซ่ึงเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ของ
ระยะโก่งตวัใดๆ อนัดบั 4 เทียบกบัตวัแปร  x  สาํหรับวิเคราะห์หานํ้าหนกับรรทุกวิกฤต  และใช้
สมการท่ี (2.14), (2.15) ซ่ึงเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 2 และอนัดบั 1 เทียบกบัตวัแปร s  ตามลาํดบั    
สาํหรับหาค่ามุมลาดเอียงและระยะการโก่งตวัใดๆ ของเสา  และเพือ่ความสะดวกในการคาํนวณจึงจดั
ตวัแปรท่ีใชศึ้กษาต่าง ๆ ใหอ้ยูใ่นรูปของตวัแปรไร้มิติ ดงัแสดงในสมการท่ี  (2.22) และสมการท่ี 
(2.27) – (2.29) สาํหรับการแปลงสมการครอบคลุมปัญหาขา้งตน้ดว้ยวิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์มีดงัน้ี 
 

3.1  การแปลงสมการด้วยวธีิการแปลงเชิงอนุพนัธ์ 
 3.1.1  กรณีศึกษานํ้าหนกับรรทุกวิกฤต 
 สมการเชิงอนุพนัธ์สมการท่ี  (2.22) ท่ีแสดงอยูใ่นรูปของตวัแปรไร้มิติ  แสดงถึงอตัราการ
เปล่ียนแปลงระยะโก่งตวั y  ใดๆ เทียบกบั  x  ซ่ึงประกอบดว้ยตวัพารามิเตอร์      ทาํการแปลงเชิง
อนุพนัธ์โดยอาศยัตารางท่ี 2.1  ไดด้งัน้ี 

  

( 4)( 3)( 2)( 1)Y( 4) ( 2)( 1)Y( 2) 0k k k k k k k k                                    (3.1 a)      
 

Y( 2)
Y( 4)

( 4)( 3)

k
k

k k

 
  

 
             (3.1 b) 

 
 โดยท่ี  k = 0,1,2,3,… 
 
มีเง่ือนไขขอบเขตในสมการท่ี (2.23) – (2.26) ดงัน้ี 
 ( 0) 0 Y(0) 0y x                                  (3.2) 
 ( 0) 0 Y(1) 0y x                                 (3.3) 
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0

( 1) 0 ( 1)Y( ) 0
k

y x k k k



                                            (3.4) 

 
0 0

( 1) ( 1) 0 ( 1)( 2)Y( ) Y( ) 0
k k

y x .y x k k k k k k 
 

 
                    (3.5) 

 
สาํหรับจุดรองรับ A เป็นแบบยดึแน่น ( 0) 0y x     จึงกาํหนดให ้ 1( 0)y x C    ดงันั้น 
 

 1
1 1( 0) 2 Y(2) Y(2)

2

C
y x C ! C                                  (3.6) 

 

 โดย  1C  เป็นค่าโมเมนตท่ี์จุดรองรับ A 
 
ทาํนองเดียวกนั ( 0) 0y x    ซ่ึงเป็นตวัแปรท่ียงัไม่ทราบค่าเช่นกนั  จึงกาํหนดให ้ 2( 0)y x C    
จะได ้

 2
2 2( 0) 3 Y(3) Y(3)

6

C
y x C ! C                                (3.7) 

 
 

 โดย  2C  เป็นค่าแรงเฉือนท่ีจุดรองรับ A 
 
สาํหรับพจน์อ่ืนๆ ใชส้มการท่ี (3.1 b)  คาํนวณไดด้งัน้ี 

1
1

0 Y(4)
24

k ; C                                (3.8) 

2
1

1 Y(5)
120

k ; C                                (3.9) 

2
1

1
2 Y(6)

720
k ; C                                         (3.10) 

2
2

1
3 Y(7)

5040
k ; C                             (3.11) 

3
1

1
4 Y(8)

40320
k ; C                              (3.12) 

3
2

1
5 Y(9)

362880
k ; C                              (3.13) 

4
1

1
6 Y(10)

3628800
k ; C                             (3.14) 

4
2

1
7 Y(11)

39916800
k ; C                  (3.15) 
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5
1

1
8 Y(12)

479001600
k ; C                                        (3.16) 

5
2

1
9 Y(13)

6227020800
k ; C                             (3.17) 

6
1

1
10 Y(14)

87178291200
k ; C                            (3.18) 

6
2

1
11 Y(15)

1307674368000
k ; C                            (3.19) 

     
 
ใชส้มการท่ี (3.4)  คาํนวณหาพจน์ยอ่ยต่างๆ  ไดด้งัน้ี 

0 ( 1) 0 0Bk ; y x M                                 (3.20) 
 1 1 0 0B Bk ; y x M V                                                (3.21) 

  1 1
1

2 2Y(2) 2
2

k ; C C                                          (3.22) 

  2 2
1

3 6Y(3) 6
6

k ; C C                                             (3.23) 

1 1
1 1

4 12Y(4) (12)
24 2

k ; C C                                (3.24) 

2 2
1 1

5 20Y(5) (20)
120 6

k ; C C                (3.25) 

2 2
1 1

1 1
6 30Y(6) (30)

720 24
k ; C C              (3.26) 

2 2
2 2

1 1
7 42Y(7) (42)

5040 120
k ; C C                             (3.27) 

3 3
1 1

1 1
8 56Y(8) (56)

40320 720
k ; C C                               (3.28) 

3 3
2 2

1 1
9 72Y(9) (72)

362880 5040
k ; C C               (3.29) 

4 4
1 1

1 1
10 90Y(10) (90)

3628800 40320
k ; C C             (3.30) 

4 4
2 2

1 1
11 110Y(11) (110)

39916800 362880
k ; C C                                        (3.31) 

       
รวบรวมพจนต่์างๆ เขา้ดว้ยกนั   จะไดด้งัแสดงในสมการท่ี (3.32) 

 
  

      (3.32) 

2 2 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2

4 4
1 2

1 1 1 1 1 1

2 6 24 120 720 5040
1 1

0
40320 362880

C C C C C C C C

C C
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และจากสมการท่ี (3.5)  คาํนวณหาพจน์ยอ่ยต่างๆ  ไดด้งัน้ี 
 0 1 0 0Bk ; y''' x V                                 (3.33) 
 1 1 0 0Bk ; y'''' x V                                (3.34) 

      1 1
1

2 0 Y(2) 2Y(2) 2
2

k ; C C                                                  (3.35) 

     2 2 2 2
1 1 1

3 6Y(3) 3Y(3) 6 3
6 6 2

k ; C C C C                               (3.36) 

    2
1 1 1 1

1 1 1
4 24Y(4) 4Y(4) (24) 4

24 24 6
k ; C C C C                          (3.37) 

   2 2

2
2 2

1 1
5 60Y(5) 5Y(5) (60) 5

120 120
1 1

2 24

k ; C C

C C

   

 

    

  
               (3.38) 

    2 2
1 1

2 3
1 1

1 1
6 120Y(6) 6Y 6 (120) 6

720 720
1 1

6 120

k ; C C

C C

   

 

   

 
        (3.39) 

   2 2
2 2

2 3
2 2

1 1
7 210Y(7) 7Y(7) (210) 7

5040 5040
1 1

24 720

k ; C C

C C

   

 

   

 
                       (3.40) 

   3 3
1 1

3 4
1 1

1 1
8 336Y(8) 8Y(8) (336) 8

40320 40320
1 1

120 5040

k ; C C

C C

   

 

    

  
                       (3.41) 

   3 3
2 2

3 4
2 2

1 1
9 504Y(9) 9Y(9) (504) 9

362880 362880
1 1

720 40320

k ; C C

C C

   

 

    

  
                 (3.42) 

   4 4
1 1

4 5
1 1

1 1
10 720Y(10) 10Y(10) (720) 10

3628800 3628800
1 1

5040 362880

k ; C C

C C

   

 

   

 
          (3.43) 

   4 4
2 2

4 5
2 2

1 1
11 990Y(11) 11Y(11) (990) 11

39916800 39916800
1 1

40320 3628800

k ; C C

C C

   

 

   

 
       (3.44) 

     
 

รวบรวมพจนต่์างๆ เขา้ดว้ยกนั   จะไดด้งัแสดงในสมการท่ี (3.45) 
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2 2 3 3 4
2 1 2 1 2 1 2 1

4 5 2 2 3
2 1 1 2 1 2 1

3 4 4 5
2 1 2 1

1 1 1 1 1 1

2 6 24 120 720 5040
1 1 1 1 1 1

40320 362880 2 6 24 120
1 1 1 1

0
720 5040 40320 362880

C C C C C C C C

C C C C C C C

C C C C

      

      

   

      

      

     

                  (3.45) 

 
ซ่ึงพจน์ต่างๆ ในสมการท่ี (3.45)  จะหกัลา้งกนัจนเหลือเพียง   

2 0C                                (3.46) 
 
จดัระบบสมการท่ี (3.32) และ (3.45)  ไดด้งัต่อไปน้ี 
 

 1 1 1 2 0C C                           (3.47  a) 
 2 1 2 2 0C C                           (3.47 b)
  
หรือแสดงในรูปของสมการเมทริกซ์ ดงัน้ี 
 

 1 1 1

2 2 2

0
C

C

    
      

                            (3.48) 

 
โดยท่ี 

 2 3 4
1

1 1 1 1
1

2 24 720 40320
...                                                   (3.49) 

 2 0                                                     (3.50) 

 2 3 4
1

1 1 1 1
1

6 120 5040 362880
...                                  (3.51) 

 2 1                                                   (3.52) 
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 3.1.2  กรณีศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะ 
 สมการเชิงอนุพนัธ์ของสมการท่ี  (2.27) – (2.29)  แสดงถึงอตัราการเปล่ียนแปลงเชิงมุม θ  
ระยะโก่งตวั  ,x y   ใดๆ เทียบกบั  s  ซ่ึงประกอบดว้ยตวัพารามิเตอร์        ทาํการแปลงเชิงอนุพนัธ์
โดยอาศยัตารางท่ี 2.1  และเปล่ียนค่า  cos(θ), sin(θ)  ใหอ้ยูใ่นรูปของอนุกรมเทยเ์ลอร์ ไดด้งัน้ี 
 

 
3 5 7 9

sin
3! 5! 7! 9!

   
       

                           
(3.53)

 
 

 
2 4 6 8

cos 1
2! 4! 6! 8!

   
      

                           
(3.54) 

 
ในกรณีงานวิจยัน้ีฟังกช์นั sin() และ cos()  จะใชเ้ฉพาะ 3 พจน์แรก เพื่อลดภาระในการคาํนวณ 
ดงันั้น สมการท่ี (2.27)  จะได ้ 
 

        
2 3 5

2
( ) 0

3! 5!

d

ds

  
          

 
แปลงเชิงอนุพนัธ์ไดเ้ป็น 
 

            

         

1

1 2

31 2

1 2 3 4

1 1 2 2
0 0

1 1 2 2 3 3 4 4
0 0 0 0

2 1 2 .
3!

0
5!

kk

k k

kk kk

k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

 

   

                   
                    

 

   

        (3.55 a) 

 

    

       

     

   

1

1 2

1 2

1 2 3

3

4

1 1 2 2
0 0

1 1 2 2 3
0 0 0

3 4 4
0

.
3!

1
2

2 1 5!

kk

k k

k kk

k k k

k

k

k k k k k k

k k k k k k k
k k

k k k

 

  



                  
                  
          

 

  



           (3.55 b) 
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2 4

1
2! 4!

dx

ds

 
  

3 5

3! 5!

dy

ds

 
   

จากสมการท่ี (2.28)  จะได ้
 

             
  
แปลงเชิงอนุพนัธ์ไดเ้ป็น 
 

   
2 4

1 X 1 1
2! 4!

k k
 

                                         (3.56 a) 

 

         

       

1

1 2

1 2 3

1 1
0

1 1 2 2 3 3
0 0 0

1
1 X 1

2!

1

4!

k

k

k kk

k k k

k k k k k k

k k k k k k k



  

 
         

 
             



  

                                           (3.56 b) 

 

   

     

       

1

1 2

1 2 3

1 1
0

1 1 2 2 3 3
0 0 0

1

2!
1

X 1
1 1

4!

k

k

k kk

k k k

k k k k

k
k

k k k k k k k



  

  
         
                     



  
          (3.56 c) 

 
จากสมการท่ี (2.29) จะได ้
 

             
 
แปลงเชิงอนุพนัธ์ไดเ้ป็น 
 

   
3 5

1 Y 1
3! 5!

k k
 

                                            (3.57 a) 
 

           

         

1

1 2

31 2

1 2 3 4

1 1 2 2
0 0

1 1 2 2 3 3 4 4
0 0 0 0

1
1 Y 1

3!

1

5!

kk

k k

kk kk

k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k k k

 

   

  
               

                   

 

   

             (3.57 b)     
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1

1 2

1 2

1 2 3

3

4

1 1 2 2
0 0

1 1 2 2 3
0 0 0

3 4 4
0

1

3!

1 1
Y 1

1 5!

kk

k k

k kk

k k k

k

k

k k k k k k

k k k k k k k
k

k k k

 

  



                  
                
          

 

  



                           (3.57 c)     

โดยท่ี   
 k0,1,2,3,...,nk  
 1 0,1,2,3,...,k k  
 2,3,4 1,2,30,1,2,3,...,k k  
               จาํนวนพจน์ของฟังกช์นัแปลงในวิธี DTM 

                               ฟังกช์นัแปลงมุมลาดเอียงในลาํดบัพจน์ท่ี  2k   
                               ฟังกช์นัแปลงระยะโก่งตวัทางแกน X   ในลาํดบัพจน์ท่ี    

                               ฟังกช์นัแปลงระยะโก่งตวัทางแกน Y   ในลาํดบัพจน์ท่ี    

 
มีเง่ือนไขขอบเขตในสมการท่ี (2.31) – (2.33) ดงัน้ี 
 

 
0

( 1) 0 ( ) 0
k

s k



                               (3.58) 

 0
( 1) 1 X( ) 1B B

k
x s x k x




                               (3.59) 

 
0

( 1) Y( )B B
k

y s y k y



                              (3.60) 

 

สาํหรับตวัแปรเร่ิมตน้ท่ีปลายเสา 
 

 3 3( 0) (0)s C C                  (3.61) 
 ( 0) 0 (1) 0s                                  (3.62) 
 ( 0) 0 X(0) 0x s                 (3.63) 
 ( 0) 0 Y(0) 0y s                 (3.64) 
 
 
 

 X 1k  

 Θ 2 k

1k

 Y 1k   1k

kn 



43 

โดยท่ี    3 BC   (มุมลาดเอียงท่ีปลายเสา B, หน่วยเป็น เรเดียน) 
 4  BC x  (ระยะการเคล่ือนท่ีท่ีปลายเสา B  ในแนวแกน X) 
 5   BC y  (ระยะการเคล่ือนท่ีท่ีปลายเสา B  ในแนวแกน Y) 
 
สาํหรับพจน์อ่ืนๆ ใชส้มการท่ี (3.55) – (3.57)  คาํนวณไดด้งัน้ี 

 2 4
3 3 3

1
0 (2) 20 120

240
k ; C C C                                (3.65) 

 

2 4
3 3

1 1
X(1) 1

2 24
C C  

                 
(3.66) 

 

3 5
3 3 3

1 1
Y(1)

6 120
C C C  

           
(3.67) 

 
1 (3) 0k ;                               (3.68) 

 

X(2) 0
                                    

(3.69) 
 

Y(2) 0
                                   

(3.70) 
 

 2 2 4 6 8
3 3 3 3 3

1
1920 384 32 (4) 2 2880

69120
C C C C Ck ;                     (3.71) 

 

2 4 6 8
3 3 3 3

1 1 13 1

6 18 2160
X(3)

4320
C C C C     

                             
(3.72) 

 

3 5 7 9
3 3 3 3 3

1 1 1 1 1
Y(3)

6 9 45 540 17280
C C C C C         

                       
(3.73) 

 
3 (5) 0k ;                                     (3.74) 

 

X(4) 0
                                  

(3.75) 
 

Y(4) 0
                                      

(3.76) 
 

2 4 6
3 3 33

3 8 10 12
3 3 3

1440000 694080 1401601

248832000 14520 772 7 3456
4 (6)

01 0

C C C
C

C
k ;

C C
  





  
 
    

          (3.77) 
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2 2 2 4 2 6 2 8
3 3 3 3

2 10 2 12
3 3

1 1 79 13

30 36 10800 14400
71 7

1296000 51840

( )

0

5

0

C C C C

C C

X   

 

  

 

 

                       
(3.78) 

 

2 2 3 2 5 2 7
3 3 3 3

2 9 2 11 2 13
3 3 3

1 5 241 73

120 144 14400 21600
121 193 17

345600 103680

Y(5)

00 41472000

C C C C

C C C

   

  

  

  



        
(3.79) 

 
5 (7) 0k ;  

                  

          (3.80) 
 

X(6) 0
                              

(3.81) 
 

Y(6) 0
                                  

(3.82) 
 

2 4
3 3

6 8
3 3

4 10 12
3 3 3

14 16
3 3

287539200 283115520

106444800 21156480
1

2469888 172032
334430208000

6688 113

8294400

6 (8)

C C

C C

C C Ck ;

C C



  
 
  
 
  
 




 




 




                   (3.83) 

 

3 2 3 4 3 6 3 8
3 3 3 3

3 10 3 12 3 14
3 3 3

3 16
3

1 59 911 109

315 7560 226800 113400
697 359 137

5443200 36288000 3265

X

92000
1

1306368

7)

00

( C C C C

C C C

C

   

  



  

 






               

(3.84) 

 

3 3 3 3 5 3 7
3 3 3 3

3 9 3 11 3 13
3 3 3

3 15 3 17
3 3

1 13 32 11

5040 1890 4725 4320
3673 67 1

7257600 1134000 243000
209 113

1306368000 4180377

(7

0

Y )

600

C C C C

C C C

C C

   

  

 

   

 








                      

(3.85) 

 
7 (9) 0k ;                                       (3.86) 

 

X(8) 0
                                  

(3.87) 
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Y(8) 0
                                               

(3.88) 
 

2
3

4
3

6
3

8
3

10
5 3

3
12

3

14
3

16
3

18 20
3 3

306726912000

646971494400

417186201600

136720051200

1 26896734720

3611846246400000 3398129280

280500480

1474994

8 (10

4

451988 6193

9953280

)

00

C

C

C

C

C
C

C

C

C

C C

k ; 













  


























 
  



                     (3.89) 

   

4 2 4 4 4 6
3 3 3

4 8 4 10 4 12
3 3 3

4 14 4 16
3 3

4 18 4 20
3 3

1 103 2839

5670 68040 2041200
4559 20659 34897

8164800 163296000 1959552000
629 21379

391910400 235146240000
1049 61

352719360000 1410877440000

X(9) C C C

C C C

C C

C C

  

  

 

 

  

  

 



 

           (3.90) 

 
4 4 3 4 5

3 3 3

4 7 4 9 4 11
3 3 3

4 13 4 15
3 3

4 17
3

1 1849 11143

362880 2177280 6220800
5389 197801 389131

4665600 522547200 5225472000
28093 24349

2985984000 31352832000
614581 112997

15049359360000 902961561

Y(9) C C C

C C C

C C

C

  

  

 



  

  

 

  4 19
3

4 21
3

60000
6193

361184624640000

C

C





            (3.91) 

 
                     (3.92) 

 

                                                   
(3.93) 

 

                            
(3.94) 

9 (11 0)k ;  

X(10) 0

Y(10) 0
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2
3

4
3

6
3

8
3

10
3

12
36

3 14
3

16
3

330687774720000

1651145637888000

1759280726016000

887562634752000

265252777574400

518
10 (12)

043783168001

57211644542976000000 6924488601600

643495538880

41173065600

k ;

C

C

C

C

C

C
C

C

C























 

18
3

20
3

22
3

24
3

1740604800

44020480

507221 119439360000

C

C

C

C

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
   

       (3.95) 

 

5 2 5 4 5 6
3 3 3

5 8 5 10
3 3

5 12 5 14
3 3

5 16 5 18
3 3

1 157 9629

155925 748440 28066500
2621 412663

11975040 5388768000
129467 106361

7698240000 43110144000
71177 218927

287400960000 12933043200000
6

X(11

539

86

)

2202

C C C

C C

C C

C C

  

 

 

 

 





 







5 20 5 22
3 3

5 24
3

9409

8800000 465589555200000
13

53210234880000

C C

C

 







                        (3.96)
    

 

5 5 3 5 5
3 3 3

5 7 5 9
3 3

5 11 5 13
3 3

5 15
3

1 4153 103681

39916800 59875200 299376000
60257 21401491

163296000 114960384000
311491 4684279

5598720000 431101440000
834839 223435951

574801920000 1655429529

Y 11)

6

( C C C

C C

C C

C

  

 

 



  

 

 

 



5 17
3

5 19 5 21
3 3

5 23 5 25
3 3

00000
4288861 16483

496628858880000 45148078080000
4913 46111

532102348800000 433421549568000000

C

C C

C C



 

 

 



           
(3.97)
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รวบรวมพจน์ต่างๆ ของ  Θ ...  เขา้ดว้ยกนั ตามสมการท่ี (3.58)  จะไดค้วามสัมพนัธ์ระหว่างค่า  3C  
และ     ท่ีสอดคลอ้งกบัเง่ือนไขขอบเขตท่ีปลายเสา A  โดยมีปลายเสา B เป็นจุดเร่ิมตน้  มีสมการ
เง่ือนไขขอบเขต คือ 

 0
( 1) 0 ( ) 0

k
s k




         จะได ้

 
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
               (3.98) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 2 2 4 6 8
3 3 3 3 3

2 4 6 8
3 3 3 33

3 10 12
3 3

4
3

2 4
3 3 3 3

1
1920 384 32 2880

69120

1440000 694080 140160 145201

248832000 772 17 345600

287539200
1

334430

1
20 1

2080

0
2

0

2

0

40

C C C C C

C C C C
C

C

C C C C

C

C







      
 

   
 
 
 

   





   
 
   



 



2 4 6
3 3 3

8 10 12
3 3 3

14 16
3 3

2 4
3 3

6 8
3 3

5
3

283115520 106444800

21156480 2469888 172032

6688 113 8294400

306726912000 646971494400

417186201600 136720051200
1

3611846246400000

C C C

C C C

C C

C C

C C

C

  
 
   
 
 

 
 
 
 
 
    

 

 





 10 12
3 3

14 16
3 3

18 20
3 3

2
3

4
3

6
3

26896734720 3398129280

280500480 14749944

451988 6193 995328000

330687774720000

1651145637888000

175928

1

57211644542976000000

C C

C C

C C

C

C

C

 
 
 
 
  
 
  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
    








6

3

8
3

10
3

12
3

14
3

16
3

18
3

20
3

22 24
3 3

0726016000

887562634752000

265252777574400

51804378316800

6924488601600

643495538880

41173065600

1740604800

44020480 507221

119439360000

C

C

C

C

C

C

C

C

C C

 
 
 















 



... 0
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และรวบรวมพจน์ของ   X ...  ตามสมการท่ี (3.59)  จะไดค้วามสมัพนัธ์ระหวา่งค่า  3 4,C C  และ     
มีสมการเง่ือนไขขอบเขต คือ 

 
0

( 1) 1 X( ) 1B B
k

x s x k x



         จะได ้

 
 
 
 
 
 
 
 
 
     (3.99)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

2 4 6 8
3 3 3 3

2 2 2 4 2 6 2 8 2

2 4
4

10
3 3 3 3 3

2

3

12
3

3 2 3 4 3 6
3 3

3

3

1 1 13 1

6 18 2160 4320

1 1 79 13 71

30 36 10800 14400 1296000
7

5184000

1 59 911 109

315 7560 226

1 1
1

2

800 113400

24

C C C C

C C C C C

C C

C

C C

C

C

   





 

 



 

    
 

 

   





   
 
  

 
 
 





 

 3 8
3

3 10 3 12 3 14
3 3 3

3 16
3

4 2 4 4 4 6 4 8
3 3 3 3

4 10 4 12
3 3

697 359 137

5443200 36288000 326592000
1

130636800

1 103 2839 4559

5670 68040 2041200 8164800
20659 34897 62

163296000 1959552000

C

C C C

C

C C C C

C C



  



   

 

 
 
 
 
 
 
 

  






 

  

  


4 14
3

4 16 4 18
3 3

4 20
3

5 2 5 4 5 6 5 8
3 3 3 3

5 10
3

9

391910400
21379 1049

235146240000 352719360000
61

1410877440000

1 157 9629 2621

155925 748440 28066500 11975040
412663 12946

5388768000

C

C C

C

C C C C

C



 



   



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



  

 


5 12 5 14
3 3

5 16 5 18 5 20
3 3 3

5 22 5 24
3 3

7 106361

7698240000 43110144000
71177 218927 6539

287400960000 12933043200000 8622028800000
9409 13

465589555200000 53210234880000

... 1

C C

C C C

C C
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ในทาํนองเดียวกนัพจน์ของ   Y ...  ตามสมการท่ี (3.60)  จะไดค้วามสมัพนัธ์ระหวา่งค่า  3 5,C C  และ  
   มีสมการเง่ือนไขขอบเขต คือ 

 
0

( 1) Y( )B B
k

y s y k y



       จะได ้

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       (3.100) 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 2 3 2 5 2 7 2 9
3 3 3 3 3

2 11 2 13
3 3

3 5
5 3 3 3

3 5 7 9
3 3 3 3

3
3

3

1 5 241 73 121

120 144 14400 21600 345600
193 17

10368000 41472000

1

1 1

6 120

1 1 1 1 1

6 9 45

13

5040

540 1

890

280

1

7

C C

C C C C C

C C

C

C C

C C C C C

   

   

 









    
 

       
 
 
 

 
 
 

   

 








 3 3 3 5 3 7
3 3 3

3 9 3 11 3 13
3 3 3

3 15 3 17
3 3

4 4 3 4 5 4 7
3 3 3 3

32 11

4725 4320
3673 67 1

7257600 1134000 243000
209 113

1306368000 41803776000

1 1849 11143 5389

362880 2177280 6220800 4665600
1

C C C

C C C

C C

C C C C

 

  

 

   

 
 
 
 
 
 
  


 

  

 

  






4 9 4 11 4 13
3 3 3

4 15 4 17 4 19
3 3 3

4 21
3

97801 389131 28093

522547200 5225472000 2985984000
24349 614581 112997

31352832000 15049359360000 90296156160000
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361184624640000

1

39916800

C C C

C C C

C
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3 3 3

5 7 5 9 5 11
3 3 3

5 13 5 15
3 3

5 17
3

4153 103681

59875200 299376000
60257 21401491 311491

163296000 114960384000 5598720000
4684279 834839

431101440000 574801920000
223435951 4288

1655429529600000

C C C

C C C

C C

C

  

  

 



 

  

 

  5 19
3

5 21 5 23
3 3

5 25
3
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496628858880000
16483 4913

45148078080000 532102348800000
46111

433421549568000000

... 0

C

C C

C
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สาํหรับสมการมุมลาดเอียงท่ีระยะ  s  ใดๆ สามารถรวบรวมพจน์ของ   Θ ...  ต่างๆ แทนลงในสมการ
ท่ี (2.41)  ไดด้งัน้ี  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (3.101) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

 2 2 4 6 8
3 3 3 3 3

2 4 6 8
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3 10 12
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4
3
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1
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8 10 12
3 3 3

14 16
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2 4
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6
3

5

8

3

287539200 283115520 106444800

21156480 2469888 172032
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306726912000 646971494400
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1
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10 12
3 3

14 16
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18 20
3 3

2
3

6

0

3

1

20051200

26896734720 3398129280

280500480 14749944

451988 6193 995328000

330687774720000

165114563788

1

57211644542976000000

C
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สาํหรับสมการท่ีแสดงถึงค่าระยะการเคล่ือนท่ีในแนวแกน X  ท่ีระยะ  s  ใดๆ ตามความยาวเสา 
สามารถนาํพจน์ของ   X ...  ต่างๆ  แทนลงในสมการท่ี (2.41)  จะได ้
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สาํหรับสมการท่ีแสดงถึงค่าระยะการเคล่ือนท่ีในแนวแกน Y  ท่ีระยะ  s  ใดๆ ตามความยาวเสา 
สามารถนาํพจน์ของ   Y ...  ต่างๆ  แทนลงในสมการท่ี (2.41)  จะได ้
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3.2  ขั้นตอนการหาคาํตอบ 
 ขั้นตอนในการหาคาํตอบจากสมการครอบคลุมปัญหาทั้งหมดท่ีไดจ้ดัอยูใ่นรูปของตวัแปร
ไร้มิติและไดท้าํการแปลงสมการเหล่านั้นดว้ยวิธี DTM  จากนั้นกาํหนดเง่ือนไขขอบเขตของ
โครงสร้างเพื่อสร้างระบบสมการดงัแสดงในสมการท่ี (3.47), (3.98), (3.99), (3.100)  และหาค่าของ
ตวัแปรต่างๆ ท่ีตอ้งการทราบ  สามารถเขียนเป็นลาํดบัขั้นตอนไดด้งัน้ี 
 3.2.1  กรณีศึกษานํ้าหนกับรรทุกวิกฤต 
  1)  สมมติค่าโมเมนต ์  1C  และแรงเฉือน 2C   ท่ีจุดรองรับ A  เพื่อหาค่านํ้าหนกั
บรรทุกวิกฤตหรือแรงกระทาํ     ในสมการท่ี (3.47)  และ/หรือ เน่ืองจาก  2 0C   ตามสมการท่ี 
(3.46) จะสามารถหาค่า     ไดโ้ดยตรงจากค่าสมัประสิทธ์ิของ  1C  (ค่า 1  )  ในสมการท่ี (3.47 a)   
   2) ใชร้ะเบียบวิธีเชิงตวัเลขหารากสมการ เช่น วิธีของนิวตนั-ราฟสนั (Newton-
Raphson) หรือโปรแกรมสาํเร็จรูปคาํนวณเชิงตวัเลข เช่น Maple, MATLAB  เป็นตน้  เพื่อปรับแกค่้า
นํ้าหนกับรรทุกใหส้อดคลอ้งกนั  กาํหนดค่าความคลาดเคล่ือนสมัพทัธ์ประมาณเท่ากบั  1010 a  
โดยใหมี้การเพิ่มจาํนวนพจน์ในสมการท่ี (3.32)   สูงสุด  30  พจน ์
  3) คาํตอบท่ีไดจ้ากขอ้ 2)  นาํมาเปรียบเทียบกบัคาํตอบจากวิธีแม่นตรงหรือวิธี
อ่ืนๆ ในอดีต  จนค่าความคลาดเคล่ือนของคาํตอบไม่เกินท่ีกาํหนด 
 3.2.2  กรณีศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะ 
 1)  การศึกษามุมลาดเอียง 
  1)  สมมติค่าแรงกระทาํ     เพื่อหาค่ามุมลาดเอียง  3C  หรือค่า B  จากสมการท่ี 
(3.98)  ในทาํนองเดียวกนัอาจจะสมมติค่ามุมลาดเอียง  B   เพื่อหาค่าแรงกระทาํ    กไ็ดเ้ช่นกนั  
  2) ใชร้ะเบียบวิธีเชิงตวัเลขเช่นเดียวกบักรณีศึกษานํ้าหนกับรรทุกวกิฤตหาค่าราก
สมการในสมการท่ี (3.98)  และปรับแกค่้าแรงกระทาํหรือมุมลาดเอียงท่ีทาํใหเ้กิดการเสียรูปเชิงมุมท่ี
เกิดข้ึน จนกวา่มีค่าความคลาดเคล่ือนสมัพทัธ์ประมาณไม่เกิน  1010 a  โดยใหมี้การเพิ่มจาํนวน
พจน์ในสมการท่ี (3.98)   สูงสุด  30  พจน ์
  3) คาํตอบท่ีไดจ้ากขอ้ 2)  นาํมาเปรียบเทียบกบัคาํตอบจากวิธีอิลิปติกอินทิกรัล 
(Elliptical Integral Method, EIM) วิธียงิเป้า (Shooting Method, SM) จนค่าความคลาดเคล่ือนของ
คาํตอบไม่เกินท่ีกาํหนด 
  4) ดาํเนินการหาค่ามุมลาดเอียง ณ ตาํแหน่งใดๆ ตามความยาวส่วนโคง้เสา  ( )s  
ดว้ยสมการท่ี (3.101)  ท่ีมีจาํนวนพจน์เท่ากบัท่ีไดจ้ากขอ้  2)  ต่อไป 
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 2)  การศึกษาการโก่งตวั 
  มีลกัษณะเช่นเดียวกบักรณีการศึกษามุมลาดเอียง  การหาระยะโก่งตวัท่ีปลายเสา
จะใชส้มการท่ี (3.99) สาํหรับหาค่า  Bx    สมการท่ี (3.100)  สาํหรับหาค่า  By    และการหาระยะการ
เคล่ือนท่ี ณ ตาํแหน่งใดๆ ตามแนวแกน X, Y  จะใชส้มการท่ี (3.102), (3.103)  สาํหรับหาค่า  ( )x s  , 

( )y s   ตามลาํดบั 
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รูปที ่3.1  ขั้นตอนกรณีศึกษานํ้าหนกับรรทุกวิกฤต 
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รูปที ่3.2  ขั้นตอนกรณีศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะ  สาํหรับคาํนวณค่านํ้าหนกับรรทุก     ท่ี 
                สอดคลอ้งกบัมุม B        
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รูปที ่3.3  ขั้นตอนกรณีศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะ สาํหรับคาํนวณสมการมุมลาดเอียง  
                สมการระยะเคล่ือนตวัทางแกน  X  และสมการระยะเคล่ือนตวัทางแกน  Y 

 



บทที ่4 
 

ผลการศึกษา 
 
 
 การศึกษาคร้ังน้ีมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะของเสายื่นภายใตแ้รง
กระทาํท่ีปลาย  โดยนาํเทคนิคการวิเคราะห์สมการเชิงอนุพนัธ์แบบไร้เชิงเส้นเพื่อหาคาํตอบในเชิง
ตวัเลขดว้ยวิธี  DTM   มุ่งหาผลเฉลยคาํตอบและนาํเสนอวิธีแกปั้ญหาโจทยใ์น 2 กรณี  1) การหา
นํ้ าหนกับรรทุกวิกฤต  2) พฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะของเสา ถูกนาํเสนอในรูปของตวัแปรมุมลาด
เอียงและระยะการเคล่ือนตวัของตาํแหน่งต่างๆ ในโครงสร้างในสภาวะแรงกระทาํต่างๆ กัน   มี
รายละเอียดดงัต่อไปน้ี  
 

4.1  ผลการศึกษา 
 จากบทท่ี 3  สมการท่ีไดจ้ากการแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์ดว้ยวิธี DTM  ท่ีนาํเง่ือนไข
ขอบเขตของปัญหามาสร้างระบบสมการ ดงัแสดงในสมการท่ี (3.47), (3.98) -  (3.100)   การหาผล
เฉลยคาํตอบและความสมัพนัธ์ของตวัแปรต่างๆ ท่ีเก่ียวขอ้ง มีรายละเอียดดงัน้ี 
 4.1.1  กรณีศึกษานํ้าหนกับรรทุกวิกฤต 

จากสมการท่ี (3.47) - ( 3.52)  ท่ีจดัอยูใ่นรูปของสมการเมทริกซ์ทัว่ไป คือ 
 

    1 1 1

2 2 2

0 0
C

A C
C

    
           

                                       (4.1)

  
 ในกรณีทัว่ๆ ไป ระบบสมการท่ี (4.1)  เป็นระบบสมการเชิงเส้นแบบเอกพนัธ์ 
(Homogeneous equation)  ซ่ึงลกัษณะปัญหาน้ีเป็นปัญหาแบบเจาะจง   ผลเฉลยคาํตอบมี 2 รูปแบบ 
คือ ผลเฉลยสามญั (Trivial solution)  ซ่ึงหาไดจ้าก   C  มีค่าเท่ากบัศูนย ์ จะไดค้าํตอบของตวัแปร  
   มีค่าเท่ากบัศูนยเ์ช่นกนั  แต่ส่ิงท่ีสนใจในการศึกษาน้ีคือกรณี   C  ไม่เท่ากบัศูนย ์ซ่ึงผลเฉลยใน
รูปแบบน้ีเรียกว่า  ผลเฉลยวิสามญั (Nontrivial solution)   ดงันั้นขั้นตอนการหาคาํตอบของระบบ
สมการจะตอ้งกาํหนดค่าดีเทอร์มิแนนต์ (Determinant) ของเมทริกซ์  A  ให้มีค่าเป็นศูนย  ์ หรือ  

0A     จากนั้นจึงสามารถหารากของสมการท่ีติดอยูใ่นรูปของตวัแปร     ได ้   
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 แต่สาํหรับในกรณีการศึกษาน้ีรูปแบบจาํลองมีลกัษณะเป็นเสายืน่ภายใตแ้รงกระทาํท่ีปลาย  
ซ่ึงแรงกระทาํดงักล่าวมีทิศทางตั้งฉากกบัจุดรองรับ A เสมอ  ดงันั้น  แรงเฉือนท่ีจุดรองรับ A จึงมีค่า
เท่ากบัศูนย ์ หมายความว่า ค่าตวัแปร 2 0C   เช่นกนั  ซ่ึงไดแ้สดงการสร้างระบบสมการดว้ยเง่ือนไข
ขอบเขตของปัญหาในสมการท่ี (3.5)  แสดงคาํตอบในสมการท่ี (3.45)  ดงันั้นการวิเคราะห์จึงสามารถ
ใชส้มการเง่ือนไขของปัญหา สมการท่ี (3.4)  โดยกาํหนดให้  2 0C   เพียงสมการเดียวสร้างระบบ
สมการเพ่ือหาค่าของ     ได ้ มีพจน์ยอ่ยต่างๆ  แสดงในสมการท่ี (4.2)  ดงัน้ี                
  

                    

(4.2)

















































  

1

1

2
1

3
1

4
1

5
1

6
1

7
1

(0) 0

(1) 0

(2)
2

(3) 0

1
(4)

24

(5) 0

1
(6)

720

(7) 0

1
(8)

40320

(9) 0

1
(10)

3628800

(11) 0

1
(12)

479001600

(13) 0

1
(14)

87178291200

(15) 0

1
(16)

20922789888000

(17) 0

Y

Y

C
Y

Y

Y C

Y

Y C

Y

Y C

Y

Y C

Y

Y C

Y

Y C

Y

Y C

Y









 







 







 







 

















8
1

9
1

1
(18)

6402373705728000

(19) 0

1
(20)

2432902008176640000

Y C

Y

Y C





 







59 

รวมพจน์จากสมการท่ี (4.2)  ตามสมการท่ี (3.4) และดึงค่าสมัประสิทธ์ิของ 1C   ออกมาจะได ้
 

 
                           (4.3) 
 

 

ตารางที ่4.1   แสดงผลเปรียบเทียบค่า      และค่าความคลาดเคล่ือน กรณีศึกษานํ้าหนกับรรทุกวิกฤต 

จาํนวนพจน ์
(nk) 

ผลการคาํนวณค่า     
ดว้ยวิธี DTM 

ค่าความคลาดเคล่ือน 

( a ) 
เปรียบเทียบกบั 
วิธี EIM (%) 

5  3.46410161513775  - 40.3947503612 
6  3.46410161513775  - 40.3947503612 
7  2.27618183055468  3.42923x10-1 7.7498250972 
8  2.27618183055468  0 7.7498250972 
9  2.47926551249410  8.92212x10-2 0.4808465158 
10  2.47926551249410  0 0.4808465158 
11  2.46697473318826  4.95743x10-3 0.0172800071 
12  2.46697473318826  0 0.0172800071 
13  2.46741094624452  1.76821x10-4 0.0003990422 
14  2.46741094624452  0 0.0003990422 
15  2.46740094130692  4.05483x10-6 0.0000064426 
16  2.46740094130692  0 0.0000064426 
17  2.46740110216882  6.51949x10-8 0.0000000769 
18  2.46740110216882  0 0.0000000769 
19  2.46740110025493  7.7567x10-10 7.05585x10-10 
20  2.46740110025493  0 7.05585x10-10 
21  2.46740110027246  7.10463x10-12 4.87752x10-12 

2

( ): (exact) 2.467401100272340...
4criticalnote
     

2 3 4 5 6

7 8 9

1 1 1 1 1 1
1

2 24 720 40320 3628800 479001600
1 1 1

0
87178291200 20922789888000 6402373705728000
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หลงัจากคาํนวณค่ารากของสมการ พบว่าตอ้งใชจ้าํนวนพจน์ของผลรวมการแปลงสมการ
เชิงอนุพนัธ์แบบทาํซํ้ า (nk)  อยา่งนอ้ย 21  พจน์  จึงทาํใหค่้าความคลาดเคล่ือนสัมพทัธ์ประมาณมีค่า
นอ้ยกวา่ท่ีกาํหนด ( 1010a

  ) 
 
                                 

     
                 (4.4) 

 
 

 
 สมการท่ี (4.3)  เป็นสมการท่ีใชค้าํนวณค่านํ้ าหนกับรรทุกวิกฤต  ดว้ยการคาํนวณหาราก
ของสมการ  จากผลการคาํนวณในตารางท่ี 4.1  ค่าของแรงกระทาํท่ีปลายเสา  F  ท่ีอยูใ่นรูปของตวั
แปรไร้มิติ       เป็นแรงหรือนํ้ าหนกัท่ีทาํให้เสาเกิดการโก่งเดาะจะเขา้ใกล ้ 2 4/   เม่ือมีจาํนวน
พจน์ของฟังก์ชันแปลงมากข้ึนและเม่ือนํามาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแม่นตรงจากตําราของ 
Timoshenko and Gere [6]  พบว่าจาํนวนพจน์ของฟังกช์นัแปลงมีผลต่อความถูกตอ้งของผลคาํตอบ 
จาํนวนพจน์ยิ่งมากจะให้ผลลู่เขา้หาผลเฉลยแม่นตรงมากยิ่งข้ึนดว้ยเช่นกนั  หากกาํหนดให้ค่าความ
คลาดเคล่ือนของคาํตอบท่ีไดจ้ากวิธี DTM  เปรียบเทียบกบัผลเฉลยวิธี EIM ไม่เกิน 1%  จะพบว่า
สามารถใชฟั้งกช์นัแปลงเพียงจาํนวน  9  พจน์เท่านั้น  ซ่ึงค่า     มีอนัดบักาํลงัเพียง  3   ดงันั้น สมการ
ท่ี (4.3)  จึงสามารถลดจาํนวนพจน์ลงไดเ้หลือเพียง 4 พจน์  ทาํใหส้มการมีความสั้นและกระชบัมาก
ข้ึนต่อการนาํไปใชง้านและคงยงัมีความถูกตอ้งอยูใ่นระดบัสูง 
 
 4.1.2  กรณีศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะ 
 การศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะของเสา  ไดศึ้กษาในตวัแปรดา้นมุมลาดเอียง   ( )s  
การเคล่ือนท่ีของโครงสร้าง ( )x s  และ  ( )y s   โดยตวัแปรทั้ง 3 ตวัแปร ดงักล่าวจะแสดงใหเ้ห็นถึง
ลกัษณะการเสียรูปของโครงสร้างไดท่ี้สมัพนัธ์กบัแรงกระทาํ   และจากสมการท่ี (3.98)  ท่ีประกอบ
ไปดว้ย  ตวัแปร 2 ตวั คือ 3C  และ     สมการน้ีจะเป็นจริงเม่ือ    หรือ  3C   มีค่าเท่ากบัศูนย ์ ซ่ึงมี
หมายความอยู ่2 กรณี คือ   
 กรณีท่ี 1  ถา้กาํหนดให้   3 0C   จะได ้     มีค่าเป็นอะไรก็ได ้แต่ท่ีสอดคลอ้งกบัเง่ือนไข
ของโครงสร้างและมีค่าเป็นจริง คือ   0      

-60.485630054313998

 2.4674011002724664

22.207197152488499

65.193286017889871

102.05938950628826

382.39058057393445
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 กรณีท่ี 2  ถา้กาํหนดให้   3C  เขา้ใกลศู้นย ์ จะไดน้ํ้ าหนกับรรทุกวิกฤต   critical    ซ่ึงมีค่า
ใกลเ้คียงกบัคาํตอบแบบแม่นตรงถึง  2 4/     
 ดงันั้นจึงทาํการตรวจสอบจาํนวนพจน์ท่ีเหมาะสมของวิธี DTM ท่ีมีค่าความคลาดเคล่ือน
สัมพัทธ์ประมาณของผลคาํตอบ 1010a

      ด้วยคาํตอบจากวิธีแม่นตรงท่ีทราบค่าแล้ว  คือ   
นํ้าหนกับรรทุกวิกฤต  2

( ) / 4critical   โดยการกาํหนดให้ ค่า 3C  มีค่านอ้ยๆ หรือเขา้ใกลศู้นย ์ 

โดยในท่ีน้ีจะกาํหนดให ้ 3 0.001C    ซ่ึงมีความเพียงพอต่อความถูกตอ้งของผลการคาํนวณ   สมการ
นํ้ าหนกับรรทุกวิกฤตท่ีได ้  มีผลรวมจาํนวนพจน์ของผลรวมการแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์แบบทาํซํ้ า 
(nk)  ท่ีเหมาะสม คือ 17  พจน์  ซ่ึงพจน์ท่ี  k  เป็นเลขค่ีจะมีค่าเป็นศูนย ์ดงัแสดงในสมการท่ี  (4.5)     
จากนั้นหารากของสมการดว้ยระเบียบวิธีของนิวตนั-ราฟสัน  จะไดค้่า     ท่ีสอดคลอ้งกบัสมการ  
สําหรับกรณีท่ีใช้จาํนวนพจน์ผลรวมการแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์แบบทาํซํ้ าจาํนวนอ่ืนๆ     ได้
แสดงผลเปรียบเทียบการคาํนวณค่า    ไวใ้นตารางท่ี 4.2        
 

  
                  (4.5) 
 

 
ค่าหารากของสมการท่ี (4.5)  คือ 
 

  2.4674014086959882

 22.207280304365899


 
  
 

                                      (4.6) 

  
คาํตอบท่ีถูกตอ้งและสอดคลอ้งกบัลกัษณะของโครงสร้าง  คือ  2.4674014086959882   

โดยค่าท่ีคาํนวณไดจ้ากวิธี DTM  มีค่าความคลาดเคล่ือนสัมพทัธ์ประมาณ  เท่ากบั  6.48576x10-11       
เม่ือทาํการเปรียบเทียบกบัค่าท่ีไดจ้ากการคาํนวณในรอบก่อนหนา้ (nk = 15 พจน์)    และมีค่าความ
คลาดเคล่ือนเปรียบเทียบกบัค่าผลเฉลยวิธี EIM  เพียงร้อยละ  0.0000125  สาํหรับวิธีการยิงเป้าดู
รายละเอียดในภาคผนวก จ 
 
  
 

2 3

4 10 5 12 6

14

8

7 17 8

0.001 0.0004999999167 0.00004166663889 0.000001388883102

2.72.480072751 548826991 10 2.0818956501 10

1.1184988121 10 3.7079

1

42 31

0

38 10 0
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ตารางที ่4.2   แสดงผลการคาํนวณค่า     ระหวา่งวิธี EIM  วิธียงิเป้า  และวิธี  DTM   
จาํนวน
พจน ์
(nk) 

    ค่าความคลาดเคล่ือน 

วิธี EIM  วิธียงิเป้า วิธี DTM 
 

( a ) 
เปรียบเทียบกบั 
วิธี EIM (%) 

4   2.0000003333  - 18.9430395 
5   2.5358984981  2.67949x10-1 2.7760949 
6   2.5358984981  0 2.7760949 
7   2.4646046852  2.81138x10-2 0.1133344 
8   2.4646046852  0 0.1133344 
9   2.4674791152  1.16628x10-3 0.0031618 
10   2.4674791152  0 0.0031618 
11 2.4674011002 2.4674011005 2.4673999522  3.20825x10-5 0.0000465 
12   2.4673999522  0 0.0000465 
13   2.4674014281  5.98145x10-7 0.0000132 
14   2.4674014281  0 0.0000132 
15   2.4674014085  7.92911x10-9 0.0000124 
16   2.4674014085  0 0.0000124 
17   2.4674014086  6.48576x10-11 0.0000124 
18   2.4674014086  0 0.0000124 
19   2.4674014087  6.88973x10-13 0.0000125 
20   2.4674014087  0 0.0000125 

 
 

 1)  การศึกษามุมลาดเอียง 
 การศึกษามุมลาดเอียงของเสายื่นภายใต้แรงกระทํา ท่ีปลาย   จะแสดงให้ เ ห็นถึง
ความสัมพนัธ์ระหว่างมุมลาดเอียงและแรงกระทาํ  ท่ีอยู่ในรูปของตวัแปร B ,    หรือ  3C ,    ใน
สมการท่ี  (3.98)    
 สาํหรับกรณีตวัอยา่งการหามุมลาดเอียงท่ีปลายเสา  B   เท่ากบั  40°   ( 40B    )  ซ่ึงมีค่า
เท่ากบั  0.6981317 เรเดียน   การคาํนวณใชฟั้งกช์นัแปลงจาํนวน  17  พจน์  ซ่ึงพจน์เลขค่ีจะมีค่าเป็น
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ศูนย ์ การคาํนวณหาค่า     ท่ีสอดคลอ้งกนั  เร่ิมตน้ดว้ยการแทนค่าตวัแปรท่ีทราบค่าแลว้ คือ    

3 0.6981317C    ในสมการท่ี  (3.98)  จะได ้ 
       
           (4.7) 

 
 

จากนั้นหารากของสมการท่ี (4.7)  ดว้ยโปรแกรมสาํเร็จรูปทางคณิตศาสตร์ จะได ้
 

  2.6244325498739062

 18.011516887605670


 
  
 

                                      (4.8) 

  
คาํตอบท่ีถูกตอ้งและสอดคลอ้งกบัลกัษณะของโครงสร้าง  คือ  2.6244325498739062   
สาํหรับการศึกษากรณีมุมลาดเอียง  B  อ่ืนๆ สามารถคาํนวณไดด้ว้ยวิธีเดียวกนั และไดแ้สดงผลการ
คาํนวณไวใ้นตารางท่ี 4.3  และแสดงการเปรียบเทียบกบัค่าของผลเฉลยวิธี EIM [6, 25]  และวิธียงิเป้า 
ในรูปท่ี 4.1 
 
ตารางที ่4.3   แสดงผลการคาํนวณค่า      ดว้ยวิธี  DTM  เปรียบเทียบกบัวิธี EIM  และวิธียงิเป้า 
มุมลาดเอียงท่ีปลายเสา B 

B  (deg.) 
แรงกระทาํ    

วิธี EIM วิธียงิเป้า วิธี DTM 
0 2.467401100 2.467401100 2.467401408 
20 2.504412117 2.505391311 2.505392839 
40 2.622847370 2.624483882 2.624432549 
60 2.842446068 2.841754224 2.841073592 
80 3.190349623 3.192543896 3.189392747 
100 3.745514870 3.746474149 3.733051025 
120 4.648583673 4.650559638 4.570100575 
140 6.269666196 6.272770518 5.832061472 
160 9.941159033 9.943837058 7.885700599 

2 3

4 5 6

7

7

7 89

0.6981317 0.3214017691 0.02052160618 0.0005801799869

0.0001582161771 0.000006976855005 8.654776769 10

1.458067401 10 5.289176332 010
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รูปที ่4.1  แสดงผลการคาํนวณเปรียบเทียบระหวา่งวิธี DTM  วิธี EIM  และวิธียงิเป้าของค่า 
               B  กบั      เม่ือใชก้ารกระจายอนุกรมเทยเ์ลอร์  3 พจน์ และจาํนวนพจนใ์นการคาํนวณ   
               17 พจน์   
 
 จากรูปท่ี 4.1  พบว่าการคาํนวณค่ามุมลาดเอียงท่ีปลายเสา B  กบัแรงกระทาํท่ีปลายเสาท่ี
แสดงอยูใ่นรูปของ      ดว้ยวิธี  DTM  มีค่าใกลเ้คียงผลเฉลยวิธี EIM มาก โดยเฉพาะในช่วงท่ีมุมลาด
เอียง  B   มีค่าไม่เกิน  100°   มีค่าความคลาดเคล่ือนสัมพทัธ์ประมาณ  a   เพียงร้อยละ 0.33 
ในขณะท่ีมุมลาดเอียง  B  เพิ่มข้ึนเป็น 120°    ค่าความคลาดเคล่ือนสมัพทัธ์ประมาณ เพิ่มข้ึนเป็น 1.68   
และเม่ือมุมลาดเอียง  B   มีค่ามากกว่า  120°    ค่าความคลาดเคล่ือนสัมพทัธ์ประมาณ ยิง่เพิ่มค่าสูงข้ึน
ตามลาํดบั   ทั้งน้ีความคลาดเคล่ือนท่ีเกิดข้ึนมีผลมาจากการ  1) ใชจ้าํนวนฟังกช์นัแปลง 17  พจน์ ใน
การคาํนวณวิธี DTM   2)  ใชจ้าํนวณ  3 พจน์ สาํหรับการแปลงค่าฟังกช์นั sine, cosine   ในวิธีอนุกรม
เทยเ์ลอร์ให้เป็นฟังก์ชนัพีชคณิต  3) ฟังก์ชนัพีชคณิตท่ีไดจ้ากการแปลงฟังก์ชนัเชิงอนุพนัธ์ในวิธี 
DTM  มีลกัษณะอยูใ่นรูปของฟังกช์นัตวัแปรยกกาํลงั   
 เม่ือนาํค่า  2.624432549   และ  3 -0.6981317C    เรเดียน  แทนในสมการท่ี (3.101)  
จะไดส้มการมุมลาดเอียงท่ีระยะ  s  ใดๆ  ตลอดความยาว  L  สาํหรับกรณี 40B     ดงัน้ี 
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                     (4.9) 
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รูปที ่4.2  แสดงการเสียรูปเชิงมุมของเสายืน่ปลายอิสระ กรณี 40B            
 

 ท่ีระยะ  0s     ซ่ึงเป็นตาํแหน่งปลายเสา  B  เสาจะมีมุมลาดเอียงเท่ากบั   -0.6981317 
เรเดียน หรือ  40°  โดยมีแรงกระทาํ  F  ท่ีแสดงอยูใ่นรูปของ      เท่ากบั   2.624432549  จะทาํใหเ้สา
ยื่นปลายอิสระน้ีเสียรูปเชิงมุมตลอดความยาวเสาและมีค่ามุมลดลงไปเร่ือยๆ ตามความยาว s  ท่ี
เพิ่มข้ึนจนถึงปลายเสาอีกดา้นหน่ึงท่ี  1s    และเป็นจุดรองรับแบบยดึแน่นท่ีปลายเสา A  มีค่าเท่ากบั
ศูนย ์  แสดงในรูปท่ี 4.2  จะเห็นไดว้่าลกัษณะการเสียรูปเชิงมุมสอดคลอ้งกบัลกัษณะของโครงสร้าง
ดงักล่าวอยา่งดี 
 สาํหรับกรณีท่ีกาํหนดขนาดของแรงกระทาํ     เป็นตวัแปรท่ีทราบค่า  มีวิธีการคาํนวณใน
ลกัษณะเดียวกนักบัการกาํหนดขนาดของมุมลาดเอียง  B   และใชส้มการท่ี (3.98)  เช่นเดียวกนั  โดย
กาํหนดให้      เป็นตัวแปรท่ีทราบค่า    และกําหนดให้  3C  เป็นตัวแปรท่ีต้องการหาคาํตอบ  
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หลงัจากท่ีไดค้าํตอบของ   3C  แลว้  นาํค่า  3,C   แทนลงในสมการท่ี  (3.101)   จะไดส้มการมุมลาด
เอียงท่ีระยะ  s  ใดๆ  ตลอดความยาว  L  สาํหรับกรณี    ใดๆ  เช่นกนั      
 กรณีตวัอยา่งเช่น  กาํหนดให ้ 3.5     แทนลงในสมการท่ี (3.98)  จะได ้
 

 3

-1.614011849165063

 0

 1.614011849165063

C

 
   
 
 

                                                                      (4.10) 

 
คาํตอบท่ีถูกตอ้งและสอดคลอ้งกบัลกัษณะของโครงสร้าง  คือ  3 1.614011849165063C     เรเดียน 
 
สําหรับกรณีท่ีกาํหนดขนาดของแรงกระทาํ  2.5, 3, 3.5, 4, 4.5    แสดงลกัษณะการเสียรูปเชิงมุม
ตลอดความยาวเสา ดงัแสดงในรูปท่ี 4.3
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รูปที ่4.3  แสดงการเสียรูปเชิงมุมของเสายืน่ปลายอิสระ กรณี 2.5, 3, 3.5, 4, 4.5           
 
 ดงัจะเห็นไดว้่าการคาํนวณดว้ยวิธี  DTM  ใหผ้ลคาํตอบท่ีดีในช่วงท่ีมุมลาดเอียงท่ีปลายเสา
มีค่าไม่สูงมากนัก  ดงันั้นการกาํหนดค่ามุมลาดเอียงท่ีปลายเสาหรือ  B   เพื่อจะศึกษาในดา้นการ
เคล่ือนท่ีของโครงสร้างของเสายื่น ควรนาํความสัมพนัธ์ระหว่างแรงกระทาํและมุมลาดเอียงท่ีปลาย
เสามาร่วมพิจารณาดว้ยเพื่อลดความผดิพลาดของคาํตอบ 
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 นอกจากน้ีผูว้จิยัไดท้าํการศึกษาเพิ่มเติมในกรณีการเพิ่มจาํนวนพจน์ของฟังกช์นัแปลง วิธี 
DTM ใหม้ากข้ึน  และเพิม่จาํนวนพจน์ในการกระจายอนุกรมเทยเ์ลอร์ของฟังกช์นั sine และ cosine  
โดยกาํหนดสญัลกัษณ์ดงัต่อไปน้ี    DTM m

kn  โดยท่ี m  คือจาํนวนพจน์ในการกระจายอนุกรมเทย์
เลอร์ของฟังกช์นั sine และ cosine ในขณะท่ี  kn   คือจาํนวนพจนข์องฟังกช์นัแปลงท่ีใชใ้นการ
คาํนวณดว้ยวธีิ DTM  เพื่อทาํการเปรียบเทียบกบัผลการคาํนวณขา้งตน้  ซ่ึงผลการคาํนวณพบวา่การ
คาํนวณดว้ยวธีิ DTM  ใหค้าํตอบค่าของนํ้าหนกับรรทุก    กบั  มุมลาดเอียง  B   สอดคลอ้งกนัดี
และเม่ือเปรียบเทียบผลคาํนวณวิธี DTM  แบบ DTM(3)(17) (อนุกรมเทยเ์ลอร์ จาํนวน 3 พจน,์  จาํนวน
พจน์ท่ีใชใ้นวธีิ DTM 17 พจน์)  กบัวิธี EIM [6] และวธีิยงิเป้า พบวา่มีค่าใกลเ้คียงกนัมากจนถึงค่ามุม  

B  ประมาณ 100 องศา หลงัจากนั้นการคาํนวณดว้ยวิธี DTM จะทาํใหน้ํ้ าหนกับรรทุก     เร่ิมลู่ออก
อยา่งชดัเจน ขณะเดียวกนั ผลคาํนวณแบบ DTM(4)(17) และ DTM(4)(30)  ค่าของ    และ  B  มี
ความถูกตอ้งและใกลเ้คียงกบัวิธี EIM  และวิธียงิเป้า  มากกวา่การคาํนวณแบบ DTM(3)(17)  แต่
อยา่งไรกต็ามการคาํนวณวิธี DTM แบบ DTM(4)(17) และ DTM(4)(30) จะมีภาระในการคาํนวณ
มากกวา่แบบ DTM(3)(17) ซ่ึงไม่เหมาะสมต่อการนาํไปใชง้าน แสดงรูปท่ี 4.4  ดงันั้นในงานวิจยัน้ีจึง
ไดน้าํเสนอสมการการเสียรูปของโครงสร้าง แบบ DTM(3)(17)  ดงัแสดงต่อไปน้ี  
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รูปที ่4.4  แสดงผลการคาํนวณเปรียบเทียบระหวา่งวิธี DTM แบบต่างๆ  กบัวิธี EIM  และวิธียงิเป้า 
                ของค่า  B  กบั         
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สมการความสมัพนัธ์ระหวา่ง  B   และ    
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สมการมุมลาดเอียง 
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 (4.12) 
 
 2)  การศึกษาระยะโก่งตวั 
 ระยะการโก่งตวัในการศึกษาน้ีหมายถึงระยะการเคล่ือนตวัของตาํแหน่งใดๆ ในโครงสร้าง
หลงัจากเกิดการเสียรูปแลว้  ซ่ึงจะพิจารณาในแนวพิกดั X-Y   จากรูปท่ี 2.3  (ก)  ไดก้าํหนดใหทิ้ศทาง
ของแนวแกน X  อยูใ่นแนวด่ิง  และทิศทางของแนวแกน Y  อยูใ่นแนวราบ  จุดเร่ิมตน้ในการพิจารณา
ระยะโก่งตวัอยูท่ี่ปลายเสาอิสระ  เช่นเดียวกบัการพิจารณามุมลาดเอียง   จากสมการเง่ือนไขขอบเขต
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ของโครงสร้าง สมการท่ี (2.18), (2.19)  พฒันาระบบสมการดว้ยวิธี DTM  จนกระทัง่ไดส้มการท่ี 
(3.99), (3.100)  ตามลาํดบั  โดยสมการท่ี (3.99)  อยูใ่นรูปความสัมพนัธ์ของตวัแปรระหว่าง  3 4,C C  
และ       ในลกัษณะเดียวกนัสมการท่ี (3.100)  อยูใ่นรูปความสัมพนัธ์ของตวัแปรระหว่าง  3 5,C C  
และ        จากการศึกษาในหัวขอ้มุมลาดเอียงท่ีผา่นมาโดยใชส้มการท่ี (3.98)  จะพบว่าสมการท่ี 
(3.100)   มีเพียงตวัแปร 5C   ท่ีเพิ่มข้ึนมา  และตวัแปร   5C   คือ ระยะการเคล่ือนตวัท่ีปลายเสา B  หรือ
ค่า  By   จึงกาํหนดให้  5C   เป็นตวัแปรตาม โดยมี 3C ,   เป็นตวัแปรตน้  ซ่ึงในขณะน้ีสามารถ
คาํนวณไดแ้ลว้จากในหัวขอ้ท่ีผ่านมา   นาํค่า   3C ,   ท่ีสนใจและมีความสัมพนัธ์ท่ีสอดคลอ้งกนั   
เช่น     2.624457125     สอดคลอ้งกบั  3 0.6981317C    เรเดียน  ในกรณี 40B     แทนลงใน
สมการท่ี (3.100)   จะได ้
 

 5-0.42226593693404363 0C                                             (4.13) 
 
ดงันั้น 
 
 5 0.42226593693404363C                              (4.14) 
  
คาํตอบท่ีไดมี้ความหมายว่า  ปลายเสาอิสระ B จะเคล่ือนในทิศทางเดียวกนักบัท่ีไดก้าํหนดแนวแกน
พิกดัไว ้ อยา่งไรกต็ามการคาํนวณค่า  5C  ซ่ึงมีความสมัพนัธ์กบัค่า  3C   โดยตรง ดงัแสดงในสมการท่ี 
(3.98)  และ  (3.100)  จากลกัษณะของโครงสร้างในรูปท่ี 2.4  ค่า  y   มีโอกาสเป็นไดท้ั้งค่าบวกและค่า
ลบ  ดงันั้นการพิจารณาค่า By   ในสมการท่ี (3.100)  จึงเป็นไปไดท้ั้งสองกรณี    
 และเม่ือนําค่า  2.624457125   ,  3 0.6981317C     เรเดียน และค่าการเคล่ือนตวัท่ี
ปลายเสา B  ในทิศทางแกน Y  คือ  5 0.42226593693404363C     แทนในสมการท่ี (3.103)  จะได้
สมการระยะการเคล่ือนตวัในทิศทางแกน Y  ท่ีระยะ  s  ใดๆ  ตลอดความยาว L  สาํหรับกรณี 

40B     ดงัน้ี 
 

3

5 7 9

11 13 15

( ) 0.42226593693404363 0.6428035383 0.2154323022

0.02397689595 0.02288017386 0.00330992100

0.001293107196 0.0006670256434 0.00007257455905

y s s s

s s s

s s s

  

  

  

                    (4.15) 
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 ในทาํนองเดียวกนัสมการท่ี (3.99)  จะพบว่ามีตวัแปร 3 4,C C  และ       และตวัแปร   4C   
คือ ระยะการเคล่ือนตวัท่ีปลายเสา B  ในแนวแกนเสา จึงกาํหนดให้  4C   เป็นตวัแปรตาม โดยมี 

3C ,    เป็นตวัแปรตน้  และเช่นเดียวกนัค่าเหล่าน้ีสามารถคาํนวณไดแ้ลว้จากในหัวขอ้ท่ีผ่านๆ มา 
จากนั้ นนําค่า   3C ,   ท่ีสนใจและมีความสัมพนัธ์ท่ีสอดคล้องกัน   เช่น     2.624457125     
สอดคลอ้งกบั  3 0.6981317C     เรเดียน แทนลงในสมการท่ี (3.99)   จะได ้
 

 40.1187085568+C = 0                                     (4.16) 
 
จะได ้
 
   4 0.1187085568C                                           (4.17) 
 
ซ่ึงมีความหมายว่า  ปลายเสา B เคล่ือนตวัไปตามทิศทางแกน X  เป็นระยะ  0.1187085568  หรือค่า  

0.1187085568 Bx   ดงันั้นคาํนวณค่า  BL x   ไดจ้าก 4 0.881291443    1   BL x C      
 
 และเม่ือนาํค่า  2.624457125   ,  4 0.1187085568C    แทนในสมการท่ี (3.102)  จะ
ไดส้มการระยะการเคล่ือนตวัในทิศทางแกน X  ท่ีระยะ  s  ใดๆ  ตลอดความยาว L  สาํหรับกรณี 

40B     ดงัน้ี 
 

3

5 7 9

11 13 15

0.7662038538 0.1803474618

0.0719440065 0.0019449418 0.00668314469

0.002171200601 0.000094600

( ) 0.1187085568

039 0.0001326481626

s s

s s

x

s

s

s

s s

 

  

  



                      (4.18) 

 
เม่ือนาํสมการท่ี (4.15) ,  (4.18)  โดยพิจารณาให ้  x   เป็นค่าบวกและ เขียนกราฟแสดงความสัมพนัธ์
ตลอดความยาว   L  ท่ีระยะ  s  ใดๆ แสดงไดด้งัรูปท่ี 4.5  ดงัน้ี              
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รูปที ่4.5   แสดงกราฟความสมัพนัธ์ระหวา่ง  (s)x   และ  (s)y   กรณี 40B     ตลอดความยาวเสา 

 
สําหรับกรณีกาํหนดขนาดแรงกระทาํ     อ่ืนๆ สามารถคาํนวณได้ดังแสดงในตวัอย่างท่ีผ่านมา 

สาํหรับตารางท่ี  4.4  ไดแ้สดงค่าการคาํนวณระยะการเคล่ือนตวัท่ีปลายเสา B  ในรูปของ  BL x

L

  

และ   By

L
 เปรียบเทียบกบัผลเฉลยวิธี EIM [6, 25]    ในช่วง  B  ระหว่าง 0° - 120°   ผลการศึกษา

พบว่าหาก  120B     ค่าความคลาดเคล่ือนจะมีค่ายิ่งสูงข้ึน  และมีลกัษณะเช่นเดียวกบัการคาํนวณ
ค่ามุมลาดเอียงท่ีปลายเสา B   B   ท่ีคาํนวณไดใ้นหวัขอ้ท่ีผา่นมา    
 ดงันั้นการศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะของเสายืน่ในการศึกษาน้ีเม่ือนาํผลการคาํนวณ  

, ,B B
B

L x y

L L

    มาพิจารณาร่วมกนั  พบว่ามุมลาดเอียงท่ีปลายเสา B  B  ไม่ควรมีค่าเกิน  120°  

ซ่ึงจะใหผ้ลการคาํนวณท่ีถูกตอ้งและสอดคลอ้งกนัทุกตวัแปรท่ีนาํมาพิจารณา                                 
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ตารางที ่4.4   แสดงผลการคาํนวณค่าระยะการเคล่ือนตวัในแนวแกน  X และแกน  Y     ดว้ยวิธี  DTM   
                     เปรียบเทียบกบัวิธี EIM 

 

B  (deg.) 
Vertical Deflection ,

 
BL x

L

   Horizontal Deflection , By

L
 

EIM [6, 25] DTM  EIM [6, 25] DTM 
0 0 0  0 0 
10 - 0.992396698  - 0.110758836 
20 0.970 0.969733519  0.220 0.219411481 
30 - 0.932450474  - 0.323896710 
40 0.881 0.881291443  0.422 0.422265936 
50 - 0.817190148  - 0.512740023 
60 0.741 0.741419458  0.593 0.593666105 
70 - 0.655443581  - 0.663316289 
80 0.56 0.560842487  0.719 0.719670336 
90 - 0.460600815  - 0.760341667 
100 0.349 0.358976761  0.792 0.785371938 
110 - 0.263789417  - 0.796009555 
120 0.123 0.180124622   0.803 0.802634793  

 
 
 สาํหรับพฤติกรรมการเสียรูปหลงัการโก่งเดาะของเสายื่นปลายอิสระท่ีมีแรงกระทาํเป็นจุด
ท่ีปลายตามแนวแกนเสา  เม่ือกาํหนดมุมท่ีปลายเสา  B  เป็น   0°, 10°, 20°, 30°, 40°, 50°, 60°, 70°,  
80°, 90°, 100°, 110° และ 120°    วิเคราะห์ดว้ยเทคนิควิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์ หรือวิธี DTM   โดยมี
จาํนวนพจน์ของผลรวมการแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์แบบทาํซํ้ า และการกระจายอนุกรมเทยเ์ลอร์ของ
ฟังกช์นั sine และ cosine   ท่ีใชส้ร้างระบบสมการ  แสดงในรูปแบบ    DTM m

kn   ไดด้งัรูปท่ี 4.6            
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  Note : * *1 ,x x y y     
 
รูปที ่4.6  แสดงการเคล่ือนตวัของเสายืน่ปลายอิสระหลงัจากการโก่งเดาะ กรณี 0 120B            
 
 จากรูปท่ี 4.6  ลกัษณะการเสียรูปของเสายืน่ท่ีมีแรงกระทาํท่ีปลาย  มีแนวโนม้ไปในทิศทาง
เดียวกันกับขนาดของแรงกระทาํท่ีเพิ่มข้ึน  หมายความว่า  หลงัจากเสายื่นรับแรงกระทาํมากกว่า
นํ้ าหนกับรรทุกวิกฤตหรือความสามารถตา้นทานของเสาไดแ้ลว้ เสาจะเกิดการโก่งตวัทั้งแนวแกน X 
และแกน Y  เม่ือมีแรงกระทาํเพิ่มข้ึนเสาจะเกิดการโก่งเดาะมากข้ึนทั้ง 2 แกนเช่นกนั  ในทางทฤษฎี
เสาจะสามารถเสียรูปไปไดเ้ร่ือยๆ  สาํหรับในการศึกษาน้ีพบว่าเม่ือเพิ่มแรงกระทาํจนทาํใหป้ลายเสามี
มุมลาดเอียงมากกว่า  120°  ผลท่ีไดจ้ากการคาํนวณเร่ิมลู่ออกจากผลทางทฤษฏี  ดงันั้นแรงกระทาํเป็น
จุดท่ีปลายเสาควรจะตอ้งมีค่าไม่เกิน  1.85 เท่าของนํ้าหนกับรรทุกวิกฤต  
 
 
 
 
 



75 

สมการระยะการเคล่ือนตวัในแนวแกน  X 
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สมการระยะการเคล่ือนตวัในแนวแกน  Y 
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4.2  บทสรุป 
 จากการนาํเสนอวิธีการแกส้มการเชิงอนุพนัธ์ เพื่อหาผลเฉลยของโมเดลโครงสร้างเสายืน่ท่ี
มีแรงกระทาํท่ีปลายดว้ยวิธี DTM   เร่ิมตน้จากการพฒันาสมการครอบคลุมปัญหาถูกสร้างข้ึนจาก
ทฤษฎีคานของ Euler-Bernoulli  สมการครอบคลุมปัญหาแบ่งเป็น 2  กรณี คือ 
 1)  สาํหรับการศึกษานํ้าหนกับรรทุกวิกฤต 
 

  
4 2

4 2
0

d y d y

dx dx
             โดยมี   F

EI
                     (4.21) 

 

 
 

รูปที ่4.7  โมเดลเสาสาํหรับการศึกษานํ้าหนกับรรทุกวกิฤต 
 
 2)  สาํหรับการศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะ 
 

  

2

2
. 0

cos( )

sin( )

d dy

dsds

dx

ds

dy

ds


  

 

 













                                                                         (4.22 a, b, c) 
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รูปที ่4.8  โมเดลเสาสาํหรับการศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะ 
 

จากลกัษณะปัญหาของโครงสร้างท่ีเป็นปัญหาขอบเขต (Boundary conditions)  กล่าวคือ   เป็นปัญหา
ท่ีทราบค่าแลว้ ซ่ึงในท่ีน้ีคือ ปลายเสาทั้งสองดา้นท่ีเป็นจุดรองรับแบบยึดแน่นและปลายอิสระ ดงันั้น
วิธีการแก้ปัญหาจะสามารถใช้ค่าท่ีทราบและไม่ทราบค่าบริเวณขอบเพื่อสร้างเง่ือนไขและระบบ
สมการได ้ 
 สําหรับกรณีแรก   สมการท่ี (4.21)  เป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ท่ีมีอนัดบัสูงสุดคือ  4  และ
สัมพนัธ์กบัอนัดบัท่ี 2  ท่ีมี y หรือระยะการเคล่ือนตวัในแนวแกน Y  เป็นตวัแปร  การสร้างระบบ
สมการจาํเป็นตอ้งใชเ้ง่ือนไขขอบเขต 4  เง่ือนไข เพื่อแกร้ะบบสมการ  ส่ิงท่ีสาํคญัลาํดบัต่อมาคือการ
เลือกจุดเร่ิมตน้ของปัญหา โดยการศึกษาน้ีไดเ้ลือกปลายเสาท่ีจุดรองรับแบบยดึแน่นเป็นจุดเร่ิมตน้ ซ่ึง
จะพบว่าตรงจุดน้ีมีตวัแปร  (0), (0)y y    มีค่าเป็นศูนย ์จึงไดพ้จน์ท่ี  k=0  ของวิธี DTM  คือ 
 Y 0 0  และพจน์ท่ี k=1 คือ   Y 1 0       ในขณะเดียวกนั  (0), (0)y y   ไม่เป็นศูนย ์  จึงสามารถ

กาํหนดให้    (0), (0)y y   เป็นตวัแปรท่ีตอ้งการทราบค่าเร่ิมตน้เพียง 2 ตวัแปร  มีพจน์ท่ี k=2 คือ  
  1Y 2 C   และพจน์ท่ี k=3 คือ    2Y 3 C         และจากความสัมพนัธ์ของสมการท่ี (4.21)  การ

สร้างพจน์ถดัไปของสมการ      Y 4 , Y 5 , Y ...   โดยวิธี  DTM  จาํเป็นตอ้งทราบพจน์ท่ี  k-2   ก่อน  
จึงทาํใหส้มการในพจน์ต่อๆ ไปมีความเก่ียวเช่ือมโยงกนัได ้ เช่น ถา้ตอ้งการสร้างพจน์ท่ี k=4  จะตอ้ง
ทราบพจน์ท่ี k-2 เป็นตน้   สาํหรับเง่ือนไขขอบเขต 4  เง่ือนไข  พิจารณาจากปลายเสาท่ีจุดรองรับแบบ
ยึดแน่นมี  (0) 0, (0) 0y y    ได ้ 2  เง่ือนไข  และอีก  2  เง่ือนไขจากปลายเสาอิสระ  มี  

(3) (4)(1) 0, (1) 0y y    ซ่ึงสองเง่ือนไขน้ีถูกนาํไปใชใ้นการแกร้ะบบสมการ                       
 ในกรณีท่ีสมมติเลือกใชป้ลายเสาอิสระเป็นจุดเร่ิมตน้  มีตวัแปร  (0), (0)y y    มีค่าไม่
เท่ากบัศูนย ์ และ  (0), (0)y y   มีค่าเป็นศูนย ์   จึงไดพ้จน์ต่างๆ ของสมการในวิธี DTM  ของพจน์ท่ี 
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k=0, 1, 2, 3 ดงัน้ี         1 2Y 0 , Y 1 , Y 2 0, Y 3 0C C      และเม่ือสร้างพจน์ท่ี  k=4 ,5, 6, … จะ
ทาํใหไ้ม่สามารถสร้างระบบสมการได ้
 สาํหรับกรณีท่ีสอง  สมการท่ี (4.22)  เป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ท่ีมีอนัดบั 1 และอนัดบั 2 
จาํนวน 3 สมการ  3 ตวัแปรท่ีสัมพนัธ์กนั  ดงัน้ี  สมการมุมลาดเอียง (สมการท่ี (4.22 a))  สัมพนัธ์กบั
สมการระยะการเคล่ือนตวัในแนวแกน Y (สมการท่ี (4.22 c))   และสมการระยะการเคล่ือนตวัใน
แนวแกน X (สมการท่ี (4.22 b)) สมัพนัธ์กบัสมการท่ี (4.22 a)   การสร้างระบบสมการจะตอ้งทาํควบคู่
กนัไป  ในการศึกษาน้ีพิจารณาปลายเสาอิสระเป็นจุดเร่ิมตน้ เน่ืองจากจะไดต้วัแปรท่ีตอ้งการทราบค่า
ทั้ง 3 ตวัแปรพร้อมๆ กนั คือ  , ,B B Bx y  เป็นตวัแปรเร่ิมตน้ของระบบสมการ เม่ือแปลงสมการดว้ย
วิธี DTM  จะได ้      3Θ 0 , X 0 0,Y 0 0C       และใชป้ลายเสาท่ีเป็นจุดรองรับแบบยดึแน่นเป็น
เง่ือนไขขอบของระบบสมการจาํนวน 3 เง่ือนไข คือ  1 0 1 1 1B B(s ) , x(s ) x , y(s ) y                   
 ผลการศึกษา พบว่า กรณีแรกตอ้งใชจ้าํนวนพจน์ของวิธี DTM  จาํนวน 21 พจน์  จึงใหผ้ล
เฉลยมีค่าความคลาดเคล่ือนสัมพทัธ์ประมาณ  1010a

  และไดค้าํตอบค่านํ้ าหนักบรรทุกวิกฤต

เท่ากบั  2.46740110027246   ท่ีมีความใกลเ้คียงกบัผลเฉลยแม่นตรงมากท่ีมีค่าเท่ากบั  
2

4

   

 สาํหรับผลการศึกษาในกรณีท่ีสอง  พบว่าตอ้งใชจ้าํนวนพจน์ของวิธี DTM  จาํนวน 17 
พจน์  จึงให้ผลเฉลยมีค่าความคลาดเคล่ือนสัมพทัธ์ประมาณ  1010a

   โดยให้คาํตอบของค่า
นํ้ าหนกับรรทุกวิกฤตเท่ากบั  2.46740140869598   ค่ามุมลาดเอียงและระยะโก่งตวัมีความสอดคลอ้ง
กบัผลเฉลยวิธี EIM มาก  แต่มุมลาดเอียงท่ีปลายเสาอิสระ   B   ตอ้งไม่เกิน 120°  หรือประมาณ  
1.85  เท่าของนํ้าหนกับรรทุกวิกฤต 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

บทที ่5 
 

สรุปผลการศึกษาและข้อเสนอแนะ 
 
 
 การศึกษาเร่ือง พฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะของเสายืน่ภายใตแ้รงกระทาํท่ีปลายโดยวิธี การ
แปลงเชิงอนุพนัธ์  มีวตัถุประสงค ์2 ประการ คือ  1)  เพื่อหาผลเฉลยโดยประมาณในรูปแบบปิดอยา่ง
ง่ายในการทาํนายพฤติกรรมภายหลงัการโก่งเดาะของเสายื่น 2)  เพื่อประยุกต์ใช้วิธีการแปลงเชิง
อนุพนัธ์ในการคาํนวณก่อนและหาผลเฉลยในช่วงหลงัการโก่งเดาะของเสายื่น  โดยไดท้าํการศึกษา
เสายื่นท่ีมีปลายดา้นหน่ึงเป็นฐานรองรับแบบยึดแน่นและอีกปลายดา้นหน่ึงเป็นปลายอิสระ ภายใต้
แรงกระทาํเป็นจุดท่ีปลายเสาอิสระ การศึกษาโมเดลโครงสร้างเชิงตวัเลขอาศยัสมการเชิงอนุพนัธ์ท่ี
พฒันาจากทฤษฏีการดดัของออยเลอร์-แบร์นูลลี  ดว้ยวิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์หรือวิธี Differential 
Transformation Method (DTM)   แบ่งการศึกษาออกเป็น 2 กรณี คือ  1)  ศึกษานํ้ าหนกับรรทุกวิกฤต
โดยใชส้มการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 4       2) ศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะโดยใชส้มการเชิงอนุพนัธ์
อนัดบั 1  และอนัดบั 2 ร่วมกนั นาํระเบียบวิธีของนิวตนั-ราฟสัน และโปรแกรมสาํเร็จรูปเชิง
สญัลกัษณ์ทางคณิตศาสตร์มาช่วยวิเคราะห์คาํตอบ  ผลจากการศึกษาสามารถสรุปไดด้งัต่อไปน้ี   
 

5.1  สรุปผลการศึกษา 
 จากผลการวิเคราะห์หาคาํตอบแบบเชิงตวัเลขของปัญหาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะของ
เสายืน่นั้นสามารถหาคาํตอบไดด้ว้ยวิธี DTM  และสามารถสรุปตามวตัถุประสงคห์ลกัไดด้งัน้ี 
 5.1.1  ผลเฉลยโดยประมาณในรูปแบบปิดอยา่งง่ายในการทาํนายพฤติกรรมภายหลงัการ
โก่งเดาะของเสายืน่ 
  การศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะของเสายื่น ไดศึ้กษาในตวัแปรมุมลาดเอียง  ( )s     
ระยะการเคล่ือนตวัในแนวแกน X   ( )x s     และระยะการเคล่ือนตวัในแนวแกน Y   ( )y s   ผล
การศึกษาเชิงตวัเลขช้ีให้เห็นว่าเม่ือเสายื่นเร่ิมรับแรงกระทาํเป็นจุดท่ีปลายและไดเ้พ่ิมแรงกระทาํมาก
ข้ึนเร่ือยๆ จนถึงขนาดแรงกระทาํหน่ึงเสายื่นจะเร่ิมเกิดการเสียรูปร่างทั้งเชิงมุมและเชิงระยะทางหรือ
เรียกพฤติกรรมน้ีว่า การเกิดการโก่งเดาะ และเม่ือไดเ้พ่ิมขนาดแรงกระทาํต่อไปอีกการเสียรูปร่างทั้ง
เชิงมุมและเชิงระยะทางจะเพ่ิมมากข้ึนดว้ยเช่นกนั  โดยท่ีตวัแปรมุมลาดเอียงจะมีความสัมพนัธ์
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โดยตรงกบัตวัแปรระยะการเคล่ือนตวัในแนวแกน Y  สาํหรับตวัแปรระยะการเคล่ือนตวัในแนวแกน 
X จะเป็นตวัแปรตามของมุมลาดเอียง  การศึกษาเชิงตวัเลขดว้ยวิธี DTM  มีความสอดคลอ้งกบัผลเฉลย
แม่นตรงสูงโดยเฉพาะในช่วงท่ีปลายเสาอิสระมีมุมลาดเอียงท่ีเกิดจากแรงกระทาํเป็นจุดท่ีปลายไม่เกิน 
120°  หรือประมาณ 1.85 เท่าของนํ้าหนกับรรทุกวิกฤต 
 5.1.2  ผลการประยกุตใ์ชว้ิธีการแปลงเชิงอนุพนัธ์ในการคาํนวณก่อนและหาผลเฉลยในช่วง
หลงัการโก่งเดาะของเสายืน่   
 การนาํวิธี DTM  มาประยกุตใ์ชเ้พื่อแกร้ะบบสมการเชิงอนุพนัธ์ในการศึกษาปัญหาการเสีย
รูปร่างหรือการโก่งเดาะของเสายืน่ทั้งก่อนและหลงัการโก่งเดาะ  การศึกษาน้ีแบ่งเป็น 2 กรณี  คือ  

ช่วงก่อนการโก่งเดาะ ไดศึ้กษาและแกร้ะบบจากสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 4  พบว่าการแก้
สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 4 ตอ้งใชจ้าํนวนเทอมของผลรวมการแปลงสมการเชิงอนุพนัธ์แบบทาํซํ้ า
ดว้ยจาํนวนเทอมสูงสุด  21  พจน์  จึงใหผ้ลเฉลยของแรงกระทาํท่ีแสดงอยูใ่นรูปของตวัแปร     มี
ความคลาดเคล่ือนสัมพทัธ์ประมาณนอ้ยกว่า  101 10  โดยมีความคลาดเคล่ือนจากผลเฉลยแม่นตรง
ประมาณร้อยละ  124.87 10    
 ช่วงหลงัการโก่งเดาะ   ไดศึ้กษาจากสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบั 1 และอนัดบั 2  ร่วมกนั
จาํนวน 3 สมการ  ท่ีมี 3 ตวัแปรสัมพนัธ์กนั  วิเคราะห์ผลคาํตอบไปพร้อมๆ กนั  ตวัแปร คือ  

( ), ( ), ( )s x s y s   พบวา่การแกส้มการเชิงอนุพนัธ์ ตอ้งใชจ้าํนวนเทอมสูงสุด  17  พจน์  มีความคลาด
เคล่ือนจากผลเฉลยวิธีอิลิปติกอินทิกรัลประมาณร้อยละ  51.24 10   ผลเฉลยท่ีไดจ้ากวิธี DTM  มี
ความสอดคล้องกับผลเฉลยวิธีอิลิปติกอินทิกรัลและวิธียิงเป้าเป็นอย่างดี  แต่อย่างไรก็ตามจาก
การศึกษาปัญหาเสายืน่ในการศึกษาน้ี  แรงกระทาํแบบจุดท่ีปลายเสาจะตอ้งมีค่าไม่เกิน  1.85  เท่าของ
นํ้าหนกับรรทุกวิกฤต 
 

5.2 ข้อเสนอแนะ 
 5.2.1  จากการศึกษาในคร้ังน้ีพบว่าวิธี DTM  สามารถนาํมาประยกุตใ์ชแ้กปั้ญหาการแอ่น
ตวัมากได ้ โดยเฉพาะปัญหาเสายื่น คานยื่น ท่ีมีจาํนวนตวัแปรไม่มากนัก  หากนาํวิธีน้ีไปใชศึ้กษา
ปัญหาท่ีมีตวัแปรจาํนวนมากอาจจาํเป็นตอ้งใชโ้ปรแกรมสาํเร็จรูปเชิงสัญลกัษณ์ทางคณิตศาสตร์และ
คอมพิวเตอร์ท่ีมีสมรรถนะสูงช่วยในการคาํนวณ 
 5.2.2  การศึกษาท่ีน่าสนใจทาํการศึกษาต่อจากการศึกษาในคร้ังน้ี คือ การศึกษาพฤติกรรม
หลงัการโก่งเดาะท่ีมีมุมลาดเอียงปลายเสามาก หรือการศึกษาการแอ่นตวัมากภายใตน้ํ้ าหนกับรรทุกท่ี
เปล่ียนแปลงตามการเสียรูปของโครงสร้าง 
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ตารางที ่ก.1  สมการแปลงเชิงอนุพนัธ์ 
สมการท่ี ฟังกช์นัเร่ิมตน้ ฟังกช์นัแปลง 
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ส่วนกลบัของการแปลงฟังกช์นัสมการเชิงอนุพนัธ์ อาศยัสมการท่ี (2.39) 

 0
( ) F( )( )k

k
f x k x




   

ดงันั้น  ถา้  1x   จะไดด้งัแสดงในตวัอยา่ง เช่น 

 0

0

(1) F( )(1)

F( )

k

k

k

f k

k














  

 

1

0

1

0

0

(1) F( )( )

F( )(1)

F( )

k

k

k

k

k

f k k x

k k

k k














 











 

 
 



 
 

88 

 

 

 

2

0

2

0

0

(1) 1 F( )( )

1 F( )(1)

1 F( )

k

k

k

k

k

f k k k x

k k k

k k k














  

 

 






 

  

  

  

3

0

3

0

0

(1) 1 2 F( )( )

1 2 F( )(1)

1 2 F( )

k

k

k

k

k

f k k k k x

k k k k

k k k k














   

  

  







 

 
ตารางที ่ก.2  ส่วนกลบัของการแปลงฟังกช์นัสมการเชิงอนุพนัธ์ 
สมการท่ี ฟังกช์นัเร่ิมตน้ ฟังกช์นัแปลง 
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1.  กรณศึีกษานํา้หนักบรรทุกวกิฤต 

จากสมการท่ี (2.22)  คือสมการการเปล่ียนแปลงระยะโก่งตวั  ( )y x  แบบตวัแปรไร้มิติ 
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อาศยัตารางท่ี ก.1  โดยใชส้มการท่ี 1, 2, 6  จะได ้
ลาํดบัท่ี ฟังกช์นัเร่ิมตน้ ฟังกช์นัแปลง 
1 

พจน์ท่ี 1 
4

1 4
( )

d y
f x

dx
  

 

 
 

1
4 !

F ( ) Y( 4)
k!

( 4)( 3)( 2)( 1) !
Y( 4)

!

( 4)( 3)( 2)( 1)Y( 4)

k
k k

k k k k k
k

k

k k k k k


 

   
 

     

 

2 พจน์ท่ี 2 
2

2 2
( )

d y
f x

dx
  

 

 
 

2
2 !

F ( ) Y( 2)
k!

( 2)( 1) !
Y( 2)

!

( 2)( 1)Y( 2)

k
k k

k k k
k

k

k k k


 

 
 

   

 

3 

  

2

3 2

2

d y
f ( x )

dx

f x









 
  

 
3 2F ( ) F

( 2)( 1)Y( 2)

( 2)( 1)Y( 2)

k k

k k k

k k k









   

   
 

4 

   

4 2

4 4 2

1 3

d y d y
f ( x )

dx dx
f x f x

 

 

 
   4 1 3F ( ) F F

( 4)( 3)( 2)( 1)Y( 4)

( 2)( 1)Y( 2)

k k k

k k k k k

k k k

 

     

   
 

 
ดงันั้นฟังกช์นัเชิงอนุพนัธ์ 
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จะมีค่าเท่ากบัฟังกช์นัแปลงเชิงอนุพนัธ์วิธี  DTM  คือ 
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หรือ   

                       (ก.1)
 

 
สาํหรับเง่ือนไขขอบเขตท่ีจุดเร่ิมตน้ท่ีทราบค่าแสดงในสมการท่ี  (2.23) - (2.24)   

 ( 0) 0y x ,      ( 0) 0y x    
 
อาศยัตารางท่ี ก.1  โดยใชส้มการท่ี  2, 4  จะได ้
ลาํดบัท่ี ฟังกช์นัเร่ิมตน้ ฟังกช์นัแปลง 
1  5 ( 0) 0f x y x    

 

 
5

5

F =Y( ) 0

F 0 =Y(0) 0

k k 

  

2  6 ( 0) 0f x y x       

   

 

6

6

F ( ) 1 Y 1 0

F (0) 0 1 Y 0 1 0

Y 1 0

k k k   

   

 

 

 
ดงันั้นฟังกช์นัเชิงอนุพนัธ์ 

 ( 0) 0y x ,      ( 0) 0y x    
 
จะมีค่าเท่ากบัฟังกช์นัแปลงเชิงอนุพนัธ์วิธี  DTM  คือ 

 Y(0) 0  

 Y(1) 0  

สาํหรับเง่ือนไขขอบเขตท่ีจุดเร่ิมตน้ท่ีไม่ทราบค่า  พิจารณาจากลกัษณะของจุดรองรับ ท่ีจุด A มีจุด
รองรับแบบยดึแน่น จะได ้  1( 0)y x C    และ 2( 0)y x C     โดย  1C    คือ โมเมนตท่ี์จุด A   
และ 2C  คือ แรงเฉือนท่ีจุด A 

 

 

 

Y( 2)
Y( 4)

( 4)( 3)

k
k

k k
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อาศยัตารางท่ี ก.1  โดยใชส้มการท่ี  5, 6  จะได ้
ลาํดบัท่ี ฟังกช์นัเร่ิมตน้ ฟังกช์นัแปลง 

1  7 1( 0)f x y x C        

   

 

 

7 1

7 1

1

1

F ( ) 2 1 Y 2

F (0) 2 Y 2

2Y 2

Y 2
2

k k k k C

C

C

C

    

 

 

 

 

2  8 2( 0)f x y x C         

   

 

 

8 2

8 2

2

2

F ( ) 3 2 1 Y 3

F (0) 3 2 Y 3

6Y 3

Y 3
6

k k k k k C

C

C

C

     

  

 

 

 

ดงันั้นฟังกช์นัเชิงอนุพนัธ์ 

 1( 0)y x C ,       2( 0)y x C    
 
จะมีค่าเท่ากบัฟังกช์นัแปลงเชิงอนุพนัธ์วิธี  DTM  คือ 

 
1Y(2)

2

C
  

 
2Y(3)

6

C


 
 
สาํหรับพจน์ลาํดบัถดัไปคาํนวณจากสมการ (ก.1)   
 
เม่ือ  k = 0  จะได ้
 
  
 
 
 
 
 

 

1

1

Y(0 2)
Y(0 4)

(0 4)(0 3)

Y(2)
Y 4

(4)(3)

Y(2)

12

12 2
1

24

C

C
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ทาํนองเดียวกนั  เม่ือ  k = 1, 2, 3,…  จะได ้

2
1

1 Y(5)
120

k C     

2
1

1
2 Y(6)

720
k C    

2
2

1
3 Y(7)

5040
k C    

3
1

1
4 Y(8)

40320
k C     

3
2

1
5 Y(9)

362880
k C     

4
1

1
6 Y(10)

3628800
k C    

4
2

1
7 Y(11)

39916800
k C    

5
1

1
8 Y(12)

479001600
k C     

5
2

1
9 Y(13)

6227020800
k C     

6
1

1
10 Y(14)

87178291200
k C    

6
2

1
11 Y(15)

1307674368000
k C    

7
1

1
12 Y(16)

20922789888000
k C     

7
2

1
13 Y(17)

355687428096000
k C     

8
1

1
14 Y(18)

6402373705728000
k C    

8
2

1
15 Y(19)

121645100408832000
k C    

9
1

1
16 Y(20)

2432902008176640000
k C    

 
สาํหรับเง่ือนไขขอบเขตท่ีจุดปลายท่ีทราบค่าแสดงในสมการท่ี  (2.25) - (2.26)   

( 1) 0y x  
     

( 1) ( 1) 0y x .y x       
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อาศยัตารางท่ี ก.2  โดยใชส้มการท่ี  3, 4  จะได ้

0
( 1) 0 ( 1)Y( ) 0

k
y x k k k




                     

0 0
( 1) ( 1) 0 ( 1)( 2)Y( ) Y( ) 0

k k
y x .y x k k k k k k 

 

 
             

 
 

2.  กรณศึีกษาพฤตกิรรมหลงัการโก่งเดาะ 

จากสมการท่ี (2.27) - (2.29)  คือสมการอตัราการเปล่ียนแปลงเชิงมุม  ( )s   สมการระยะการเคล่ือนท่ี
ตามแนวแกน  ( )x s   และตามแนวแกน ( )y s   แบบตวัแปรไร้มิติ ตามลาํดบั 
 

  
2

2
.sin 0

d

ds


      

  cos
d x

d s
   

  sin
d y

d s
   

 
จดัฟังกช์นั  sin(θ) , cos(θ)  ใหอ้ยูใ่นรูปของอนุกรมเทยเ์ลอร์ โดยใชเ้พยีง  3  พจนแ์รก  ดงัน้ี 

 

2 3 5

2
( ) 0

3! 5!

d

ds

  
     

                    (ก.2)
 

 
2 4

1
2! 4!

d x

d s

 
  

                     (ก.3)
 

 
3 5

3! 5!

d y

d s

 
   

                     (ก.4)
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สําหรับสมการที ่(ก.2) 
อาศยัตารางท่ี ก.1  โดยใชส้มการท่ี  4, 5, 8  จะได ้
ลาํดบัท่ี ฟังกช์นัเร่ิมตน้ ฟังกช์นัแปลง 

1 
พจน์ท่ี 1 

2

1 2
( )

d
f x

d s


  

1F ( ) ( 2)( 1) ( 2)k k k k      

2 
พจน์ท่ี 2

 2 θf ( x )   
 2F ( )k k   

3 
พจน์ท่ี 3

 3
3 θ

3!
f ( x )


   

     
1

1 0 2 0

1 1 23 2F ( )
3!

kk

k k

k k k k k k


 

   
 

    





   

4 

พจน์ท่ี 4
 5

4 θ
5!

f ( x )


  
   

     

1

1 0 2 0

32

3 0 4 0

1 1 2

2

4

3 3 4 4

F ( )
5!

kk

k k

kk

k k

k k k k

k

k

k k k k



 

 

   

  

 
   

      

 

 

   

 
สําหรับสมการที ่(ก.3) 
อาศยัตารางท่ี ก.1  โดยใชส้มการท่ี  4, 7, 8  จะได ้
ลาํดบัท่ี ฟังกช์นัเร่ิมตน้ ฟังกช์นัแปลง 

1 
พจน์ท่ี 1 

5 ( )
d x

f x
d s

  
5F ( ) ( 1)X( 1)k k k    

2 
พจน์ท่ี 2

 6 1f ( x )   
 6F ( )k k  

3 
พจน์ท่ี 3

 2

7
θ

2!
f ( x )    

   
1 0

1 17
1

F ( )
2!

k

k

k k kk



 

    





  

4 

พจน์ท่ี 4
 4

8
θ

4!
f ( x )   

   

   

1

1 0 2 0

2

3 0

1 1 2

2 3

8

3

1
F ( )

4!

kk

k k

k

k

k k k k

k k k

k
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สําหรับสมการที ่(ก.4) 
อาศยัตารางท่ี ก.1  โดยใชส้มการท่ี  2, 8  จะได ้
ลาํดบัท่ี ฟังกช์นัเร่ิมตน้ ฟังกช์นัแปลง 

1 
พจน์ท่ี 1 

9 ( )
d y

f x
d s

  
9F ( ) ( 1)Y( 1)k k k    

2 
พจน์ท่ี 2

 10 θf ( x )   
 10F ( )k k  

3 
พจน์ท่ี 3

 3

11
θ

3!
f ( x )    

     
1

1 0 2 0

1 111 2 2
1

F ( )
3!

kk

k k

k k k k k k
 

 
    


    


   

4 

พจน์ท่ี 4
 5

12
θ

5!
f ( x )   

   

     

1

1 0 2 0

32

3 0 4 0

1 1 2

2

12

3 3 4 4

1
F ( )

5!

kk

k k

kk

k k

k k k kk

k k k k k

 

 

 
   



  

     



  


 

 

   

 
ดงันั้นฟังกช์นัเชิงอนุพนัธ์ สมการท่ี   (ก.2) (ก.3) (ก.4)    จะมีค่าเท่ากบัฟังกช์นัแปลงเชิงอนุพนัธ์ 
ตามลาํดบั ดงัน้ี 
 

    

       

     

   

1

1 2

1 2

1 2 3

3

4

1 1 2 2
0 0

1 1 2 2 3
0 0 0

3 4 4
0

.
3!

1
2

2 1 5!

kk

k k

k kk

k k k

k

k

k k k k k k

k k k k k k k
k k

k k k

 

  



                  
                  
          

 

  



                

(ก.5)
 

   

     

       

1

1 2

1 2 3

1 1
0

1 1 2 2 3 3
0 0 0

1

2!
1

X 1
1 1

4!

k

k

k kk

k k k

k k k k

k
k

k k k k k k k



  

  
         
                     



  
              

(ก.6)
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1

1 2

1 2

1 2 3

3

4

1 1 2 2
0 0

1 1 2 2 3
0 0 0

3 4 4
0

1

3!

1 1
Y 1

1 5!

kk

k k

k kk

k k k

k

k

k k k k k k

k k k k k k k
k

k k k

 

  



                  
                
          

 

  


                               

(ก.7)
 

 
สาํหรับเง่ือนไขขอบเขตท่ีจุดเร่ิมตน้ท่ีทราบค่าแสดงในสมการท่ี  (2.30)   

 θ ( 0) 0s          
  
อาศยัตารางท่ี ก.1  โดยใชส้มการท่ี  4  จะได ้
ลาํดบัท่ี ฟังกช์นัเร่ิมตน้ ฟังกช์นัแปลง 
1  13 ( 0) 0f x s     

   

 
13

13

F = 1 ( 1) 0

F 0 = (1) 0

k k k   

   

 
สาํหรับเง่ือนไขขอบเขตท่ีจุดเร่ิมตน้ท่ีไม่ทราบค่า พิจารณาจากลกัษณะของจุดรองรับ  ท่ีจุด B  เป็น
ปลายเสาอิสระ จะได ้  3θ( 0)s C ,    ( 0) 0x s      และ ( 0) 0y s     โดย  3C     คือ มุมลาด
เอียงท่ีจุด B     

อาศยัตารางท่ี ก.1  โดยใชส้มการท่ี  2  จะได ้
ลาํดบัท่ี ฟังกช์นัเร่ิมตน้ ฟังกช์นัแปลง 

1  14 3=θ( 0)f x s C    

 
14

14 3

F ( )

F (0) 0

k k

C



 
 

2  15 ( 0) 0f x x s     

 
15

15

F ( ) Y

F (0) Y 0 0

k k

 
 

3  16 ( 0) 0f x y s    
 

 
16

16

F ( ) X

F (0) X 0 0

k k
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สาํหรับพจน์ลาํดบัถดัไปคาํนวณจากสมการ (ก.5)  -  (ก.7) 
 
เม่ือ  k = 0   
 
พจน์ของมุมลาดเอียง จะได ้

    

       

     

   

    

1

1 2

1 2

1 2 3

3

4

0

1 1 2 2
0 0

0

1 1 2 2 3
0 0 0

3 4 4
0

3
3 3

. 0 0
3!

1
0 2 0

0 2 0 1 5!

1
2

2 3! 5!

k

k k

k k

k k k

k

k

k k k k

k k k k k

k k k

C C C

 

  



                  
                  
          

 
    

 

  



 

    

 

5
3

3 5
3 3 3

2 4
3 3 3

1

2 6 120
1

20 120
240

C C C

C C C

 
 
 

      
 

     

 

 
พจน์ของระยะเคล่ือนตวัทางแกน X  จะได้

 

   

     

       

       

1

1 2

1 2 3

0

1 1
0

0

1 1 2 2 3 3
0 0 0

2 4
3 3

2 4
3 3

1
0 0

2!
1

X 0 1
0 1 1

0
4!

1 1
X 1 1

2 24
1 1

1
2 24

k

k k

k k k

k k

k k k k k k

C C

C C
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พจน์ของระยะเคล่ือนตวัทางแกน Y  จะได้
 

   

       

     

   

     

1

1 2

1 2

1 2 3

3

4

0

1 1 2 2
0 0

0

1 1 2 2 3
0 0 0

3 4 4
0

3 5
3 3 3

3 3

1
0 0

3!

1 1
Y 0 1 0

0 1 5!

1 1
Y 1

6 120
1

6

k

k k

k k

k k k

k

k

k k k k

k k k k k

k k k

C C C

C C

 

  



                  
                
          

  

 

 

  



3 5
3

1

120
C

 

 
ทาํนองเดียวกนั  เม่ือ  k = 1, 2, 3,…  จะได ้
 

1 (3) 0k      
X(2) 0  
Y(2) 0  

 

 2 2 4 6 8
3 3 3 3 3

1
1920 384 32 (4) 2 2880

69120
C C C C Ck        

 
 

2 4 6 8
3 3 3 3

1 1 13 1

6 18 2160
X(3)

4320
C C C C     

  

3 5 7 9
3 3 3 3 3

1 1 1 1 1
Y(3)

6 9 45 540 17280
C C C C C           

 

 

3 (5) 0k      
X(4) 0  
Y(4) 0  

 
2 4 6

3 3 33
3 8 10 12

3 3 3

1440000 694080 1401601

248832000 14520 772 7 3456
4 (6)

01 0

C C C
C

C C C
k    
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2 2 2 4 2 6 2 8
3 3 3 3

2 10 2 12
3 3

1 1 79 13

30 36 10800 14400
71 7

1296000 51840

X(

0

5

0

) C C C C

C C

  

 

  

 

 

  

2 2 3 2 5 2 7
3 3 3 3

2 9 2 11 2 13
3 3 3

1 5 241 73

120 144 14400 21600
121 193 17

345600 103680

Y(5)

00 41472000

C C C C

C C C

   

  

  

  



 
 

5 (7) 0k      
X(6) 0  
Y(6) 0

 

 
2 4

3 3

6 8
3 3

4 10 12
3 3 3

14 16
3 3

287539200 283115520

106444800 21156480
1

2469888 17206 (8) 32
334430208000

6688 113

8294400

C C

C C

C C C

C C

k 

  
 
  
 
  
 


 

 

 

 

 
 

 

3 2 3 4 3 6 3 8
3 3 3 3

3 10 3 12 3 14
3 3 3

3 16
3

1 59 911 109

315 7560 226800 113400
697 359 137

5443200 36288000 3265

X

92000
1

1306368

7)

00

( C C C C

C C C

C

   

  



  

 







 
 

3 3 3 3 5 3 7
3 3 3 3

3 9 3 11 3 13
3 3 3

3 15 3 17
3 3

1 13 32 11

5040 1890 4725 4320
3673 67 1

7257600 1134000 243000
209 113

1306368000 4180377

(7

0

Y )

600

C C C C

C C C

C C

   

  

 

   

 







  

 
7 (9) 0k      

X(8) 0  
Y(8) 0
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2
3

4
3

6
3

8
3

10
5 3

3
12

3

14
3

16
3

18 20
3 3

306726912000

646971494400

417186201600

136720051200

1 26896734720

3611846246400000 3398129280

280500480

14749944

451988 6193

995328000

8 (10)

C

C

C

C

C
C

C

C

C

C

k

C
















   























 
  



 
 
 

4 2 4 4 4 6
3 3 3

4 8 4 10 4 12
3 3 3

4 14 4 16
3 3

4 18 4 20
3 3

1 103 2839

5670 68040 2041200
4559 20659 34897

8164800 163296000 1959552000
629 21379

391910400 235146240000
1049 61

352719360000 1410877440000

X(9) C C C

C C C

C C

C C

  

  

 

 

  

  

 



 

 

 
 

4 4 3 4 5
3 3 3

4 7 4 9 4 11
3 3 3

4 13 4 15
3 3

4 17
3

1 1849 11143

362880 2177280 6220800
5389 197801 389131

4665600 522547200 5225472000
28093 24349

2985984000 31352832000
614581 112997

15049359360000 902961561

Y(9) C C C

C C C

C C

C

  

  

 



  

  

 

  4 19
3

4 21
3

60000
6193

361184624640000

C

C





 

 
9 (1 ) 01k      

X(10) 0  
Y(10) 0
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2
3

4
3

6
3

8
3

10
3

12
36

3 14
3

16
3

330687774720000

1651145637888000

1759280726016000

887562634752000

265252777574400

518
10 (12)

043783168001

57211644542976000000 6924488601600

643495538880

41173065600

C

C

C

C

C

C
C

C

C

k 





















  

18
3

20
3

22
3

24
3

1740604800

44020480

507221 119439360000

C

C

C

C

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
   

 

 

5 2 5 4 5 6
3 3 3

5 8 5 10
3 3

5 12 5 14
3 3

5 16 5 18
3 3

1 157 9629

155925 748440 28066500
2621 412663

11975040 5388768000
129467 106361

7698240000 43110144000
71177 218927

287400960000 12933043200000
6

X(11

539

86

)

2202

C C C

C C

C C

C C

  

 

 

 

 





 







5 20 5 22
3 3

5 24
3

9409

8800000 465589555200000
13

53210234880000

C C

C

 







 

 
 

5 5 3 5 5
3 3 3

5 7 5 9
3 3

5 11 5 13
3 3

5 15
3

1 4153 103681

39916800 59875200 299376000
60257 21401491

163296000 114960384000
311491 4684279

5598720000 431101440000
834839 223435951

574801920000 1655429529

Y 11)

6

( C C C

C C

C C

C

  

 

 



  

 

 

 



5 17
3

5 19 5 21
3 3

5 23 5 25
3 3

00000
4288861 16483

496628858880000 45148078080000
4913 46111

532102348800000 433421549568000000

C

C C

C C
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11 (1 ) 03k      
X(12) 0  
Y(12) 0  

 

2
3

4
3

6
3

8
3

10
3

12
3

14
37

3

71411837829120000

912317987192832000

1598615235919872000

1202088563380224000

517923932593766400

145063474756300800

281862727962624001

249900463363
1

719168000000 3
2 (14)

C

C

C

C

C

C

C
Ck 














  




16
3

18
3

20
3

22
3

24
3

26
3

28
3

930231859868160

398753513061120

29353445046720

1534640066688

54258287928

1168054468

11610401 2866544640000

C

C

C

C

C

C

C

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
     

 
6 2 6 4 6 6

3 3 3

6 8 6 10 6 12
3 3 3

6 14 6 16
3 3

1 773 25813

6081075 36486450 398034000
2251621 4964197 56753

35026992000 150115680000 5388768000
57030209 172543331

25219434240000 504388684

X

800000
5

(

357579

13)

144

C C C

C C C

C C

  

  

 

  

  









6 18 6 20
3 3

6 22 6 24
3 3

6 26 6 28
3 3

11720167

111052800000 4035109478400000
908261 574661

5674372704000000 96842627481600000
5191 547

38909984256000000 396174385152000000

C C

C C

C C
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6 6 3 6 5
3 3 3

6 7 6 9
3 3

6 11 6 13
3 3

1 149473 3471971

6227020800 37362124800 67931136000
33460813 92902391

373621248000 1379524608000
44474789 2498475301

1532805120000 307436912640000
2548671947

16140437

Y(13) C C C

C C

C C

  

 

 







 

 



6 15 6 17
3 3

6 19 6 21
3 3

6 23 6 25
3 3

738454459

91360000 3353857228800000
4944860033 3397389473

221354577100800000 2065976052940800000
3996458507 173904769

46484461191168000000 57211644542976000000
41716231

6

C C

C C

C C

 

 

 



 

 

 6 27 6 29
3 3

1055491

37501182050304000000 1622730281582592000000
C C 

 

13 (1 ) 05k    

 

X(14) 0  
Y(14) 0  

2
3

4
3

6
3

8
3

10
3

12
3

8
3

77122434288844800000

2635192747677450240000

7771817327890268160000

8593204455775272960000

5183047211564924928000

199570206516314112000

1
14 (16)

0

7197133344875112038400000000

C

C

C

C

C

C

k C













   

14
3

16
3

18
3

20
3

22
3

24
3

26
3

28
3

3
3

532297332082114560000

103002366901010227200

14840352499138560000

1611265658388480000

131884603885301760

8043763405420800

355658601477120

10807055738880

202507334336

C

C

C

C

C

C

C

C

C

















 0

32
31769713957

343985356800000

C
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7 2 7 4 7 6
3 3 3

7 8 7 10
3 3

7 12 7 14
3 3

2 947 2250341

638512875 589396500 229864635000
55070857 5793857

3677834160000 525404880000
166000603 427455583

33949238400000 294226732800000
1623939523

52960811904

X(15) C C C

C C

C C

  

 

 

 

 

 





7 16 7 18
3 3

7 20 7 22
3 3

7 24 7 26
3 3

1160995169

00000 24443451648000000
996348667 1808199451

181579926528000000 3813178457088000000
4629960653 80198477

152527138283520000000 57197676856320000000
40582733

915

C C

C C

C C

 

 

 



 

 

 7 28 7 30
3 3

7 32
3

23675711

162829701120000000 27454884891033600000000
779

99835945058304000000

C C

C

 







 

 
 
 
 

15 (1 ) 07k      
X(16) 0  
Y(16) 0  

  

7 7 3 7 5
3 3 3

7 7 7 9
3 3

7 11 7 13
3 3

1 21019 256499

1307674368000 122594472000 43783740000
1016705429 1635140219

58845346560000 85593231360000
13560875189 522153581

1176906931200000 117690

Y(15

693120000
102

) C C C

C C

C C

  

 

 

  













7 15 7 17
3 3

7 19 7 21
3 3

7 23
3

8453651 564468288029

869100503040000 2465085063168000000
3354752717 60706081

101684758855680000 16947459809280000
238506589781 139648670233

813478070845440000000 78093894801162

C C

C C

C

 

 





 

  7 25
3

7 27 7 29
3 3

7 31
3

7 33
3

24000000
23154856867 351792179

29285210550435840000000 14642605275217920000000
3164177099

7028450532104601600000000
160883087

40892803095881318400000000

C

C C

C

C
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สาํหรับเง่ือนไขขอบเขตท่ีจุดปลายท่ีทราบค่าแสดงในสมการท่ี  (2.31) - (2.33)   

1 0  (s )                
1 1   Bx(s ) x ;                
1  By(s ) y                

 
อาศยัตารางท่ี ก.2  โดยใชส้มการท่ี  1  จะได ้

0
( 1) 0 ( ) 0

k
s k




                    

0
( 1) 1 X( ) 1B B

k
x s x k x




        

0
( 1) Y( )B B

k
y s y k y




     



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก ข 
การคาํนวณค่ารากสมการด้วยระเบียบวธีิของ Newton-Raphson 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



 
 

107 

พื้นฐานความเขา้ใจในอนุกรมเทยเ์ลอร์ไดถู้กนาํมาใชใ้นระเบียบวิธีของ  Newton-Raphson  เพื่อหาราก
ของสมการ  (x) 0f   โดยใชก้ารประมาณฟังกช์นัดว้ยอนุกรมเทยเ์ลอร์ท่ีประกอบดว้ยพจน์เพียง  2 
พจน์ คือ 

                                                          
                                          (ข. 1)   

 

                                             (ข.2) 
 

( )f x

x
x 0xx

( )f x

 
 หลกัการของระเบียบวิธี   Newton-Raphson  เร่ิมจากการกาํหนดค่าเร่ิมตน้  0x   แลว้ทาํการ
คาํนวณค่าของฟังกช์นั  0( )f x    และค่าอนุพนัธ์ของฟังกช์นั   0( )f x   ท่ีตาํแหน่ง   0x   จากนั้นนาํค่า
แทนลงในสมการ  (ข. 2)    ก่อใหเ้กิดค่า  x   ณ ตาํแหน่งใหม่  ซ่ึงมีค่าเขา้ใกลร้าก  x   มากข้ึน  จากนั้น
กใ็ชว้ิธีการทาํซํ้ าเพื่อหาค่า   x    ต่างๆ ท่ีเกิดจากวิธีการทาํซํ้ าน้ีจะลู่เขา้หาราก   x   ท่ีแทจ้ริง                           
 หากกาํหนดให ้ Δx   แทนความแตกต่างระหวา่งค่า   x   ใหม่กบัค่า  x  เก่า   จึงเขียนไดว้า่ 
 

 0
0

0

( )
Δ

( )

f x
x x x

f x
   


  

 

ซ่ึงสามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบท่ีสามารถนําไปใช้คาํนวณโดยวิธีการทาํซํ้ า โดยประกอบด้วย
ขั้นตอนดงัน้ี คือ 

0 0 0

0 0 0

0
0

0

( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

f x f x x x f x

x x f x f x

f x
x x

f x
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ขั้นตอนที ่1     คาํนวณค่าของฟังกช์นัและค่าอนุพนัธ์ของฟังกช์นันั้นท่ีตาํแหน่ง   x   เก่า  แลว้คาํนวณ
ค่าการเปล่ียนแปลงของผลลพัธ์จาก 
 

 1
( )

Δ
( )

k
k

k

f x
x

f x  


                    (ข. 3) 
 

 โดยท่ี  k, k+1   แทนการทาํซํ้าคร้ังท่ี  k   และ  k+1  ตามลาํดบั 
 
ขั้นตอนที ่2     คาํนวณหาตาํแหน่ง  x  ใหม่จาก 
 

 1 1Δk k kx x x     
 

ขั้นตอนที ่3    ตรวจสอบผลลพัธ์ท่ีไดน้ั้นลู่เขา้ถึงเกณฑท่ี์กาํหนดไวแ้ลว้หรือไม่  ค่าของเกณฑก์ารลู่เขา้
ท่ียอมรับไดอ้าจอยูใ่นรูปแบบใดรูปแบบหน่ึง ดงัน้ี  
 

 (ก) 1 1Δ kx     
 

โดย  1  แทนค่าความผดิพลาดสมบูรณ์ (absolute error)  หรือ   
 

 (ข) 1
2

1

Δ k

k

x

x



   

 

โดย  2  แทนค่าความผดิพลาดสมัพทัธ์ (relative error)  หรือ   
 

 (ค) 1
3

1

Δ
100%k

k

x

x



    

 

โดย  3  แทนค่าความผดิพลาดสมัพทัธ์ร้อยละ (percentage relative error)     
 
หากค่าของผลลพัธ์ท่ีไดมี้ค่ายงัไม่ถึงเกณฑก์ารลู่เขา้ท่ีกาํหนดไวใ้หย้อ้นกลบัไปยงัขั้นตอนท่ี 1  เพื่อ
ทาํซํ้ าใหม่ 
 
สาํหรับรายละเอียดของระเบียบวิธี  Newton-Raphson  สามารถศึกษาไดจ้าก  ปราโมทย ์ เดชะอาํไพ, 
ระเบียบวิธีเชิงตวัเลขในงานวิศวกรรม,  สาํนกัพิมพแ์ห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั, กทม., 2546. 
 



 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก ค 
ตวัอย่างโปรแกรมคอมพวิเตอร์ (Maple) 
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1)  กรณศึีกษานํา้หนักบรรทุกวกิฤต 
 

จากสมการท่ี (3.1 b) 
 
ตัวอย่าง Source Code in Maple  
   

Y(k 2)
Y(k 4)

( 4)( 3)k k
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2)  กรณศึีกษาพฤตกิรรมหลงัการโก่งเดาะ 
 

จากสมการท่ี (3.55  b)    
 

    

       

     

   

1

1 2

1 2

1 2 3

3

4

1 1 2 2
0 0

1 1 2 2 3
0 0 0

3 4 4
0

.
3!

1
2

2 1 5!

kk

k k

k kk

k k k

k

k

k k k k k k

k k k k k k k
k k

k k k

 

  



                  
                  
          

 

  



 

 
จากสมการท่ี (3.56  c)    

   

     

       

1

1 2

1 2 3

1 1
0

1 1 2 2 3 3
0 0 0

1

2!
1

X 1
1 1

4!

k

k

k kk

k k k

k k k k

k
k

k k k k k k k



  

  
         
                     



  
 

 
จากสมการท่ี (3.57 c)    

   

       

     

   

1

1 2

1 2

1 2 3

3

4

1 1 2 2
0 0

1 1 2 2 3
0 0 0

3 4 4
0

1

3!

1 1
Y 1

1 5!

kk

k k

k kk

k k k

k

k

k k k k k k

k k k k k k k
k

k k k
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ตัวอย่างคาํส่ังสําหรับการคาํนวณวธีิ DTM โดยใช้  Maple   
 
1.  โปรแกรมสมการที ่3.55 b 
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2.  โปรแกรมสมการที ่3.56 c 
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3.  โปรแกรมสมการที ่3.57 c 
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ภาคผนวก ง 
ผลการคาํนวณเชิงตวัเลข 
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ตารางที ่ ง.1  ความสมัพนัธ์ระหวา่ง  s  กบั   สาํหรับแรงกระทาํ  2.5, 3.0, 3.5, 4.0, 4.5    
                      กรณีศึกษามุมลาดเอียง 

s   
  

2.5   3.0   3.5   4.0   4.5   
0 0.323591 1.226114 1.614012 1.873329 2.070111 

0.025 0.323343 1.225231 1.612913 1.872117 2.068833 
0.050 0.322598 1.222582 1.609617 1.868479 2.064999 
0.075 0.321358 1.218169 1.604123 1.862413 2.058605 
0.100 0.319624 1.211996 1.596432 1.853916 2.049643 
0.125 0.317400 1.204066 1.586542 1.842983 2.038105 
0.150 0.314688 1.194384 1.574455 1.829607 2.023979 
0.175 0.311492 1.182957 1.560171 1.813783 2.007251 
0.200 0.307818 1.169793 1.543689 1.795501 1.987904 
0.225 0.303670 1.154902 1.525012 1.774753 1.965921 
0.250 0.299055 1.138296 1.504143 1.751531 1.941283 
0.275 0.293980 1.119986 1.481083 1.725825 1.913967 
0.300 0.288452 1.099987 1.455838 1.697628 1.883953 
0.325 0.282480 1.078318 1.428414 1.666932 1.851218 
0.350 0.276072 1.054995 1.398820 1.633730 1.815742 
0.375 0.269238 1.030041 1.367067 1.598018 1.777502 
0.400 0.261989 1.003480 1.333167 1.559795 1.736479 
0.425 0.254335 0.975337 1.297139 1.519062 1.692658 
0.450 0.246288 0.945642 1.259003 1.475823 1.646024 
0.475 0.237860 0.914426 1.218783 1.430089 1.596568 
0.500 0.229064 0.881725 1.176508 1.381874 1.544287 
0.525 0.219914 0.847577 1.132212 1.331000 1.489184 
0.550 0.210422 0.812023 1.085936 1.278094 1.431269 
0.575 0.200604 0.775109 1.037724 1.222592 1.370564 
0.600 0.190475 0.736884 0.987628 1.164740 1.307099 
0.625 0.180050 0.697398 0.935706 1.104590 1.240915 
0.650 0.169346 0.656709 0.882024 1.042207 1.172070 

 



 
 

126 

ตารางที ่ ง.1  (ต่อ) 

s   
  

2.5   3.0   3.5   4.0   4.5   
0.675 0.158378 0.614875 0.826654 0.977666 1.100633 
0.700 0.147163 0.571959 0.769675 0.911054 1.026689 
0.725 0.135720 0.52803 0.711175 0.842469 0.950340 
0.750 0.124065 0.483155 0.651250 0.772023 0.871706 
0.775 0.112217 0.437410 0.590000 0.699838 0.790924 
0.800 0.100194 0.390870 0.527538 0.626054 0.708150 
0.825 0.088014 0.343616 0.463981 0.550822 0.623558 
0.850 0.075698 0.295730 0.399454 0.474307 0.537345 
0.875 0.063263 0.247297 0.334091 0.396693 0.449727 
0.900 0.050729 0.198403 0.268034 0.318180 0.360943 
0.925 0.038116 0.149137 0.201431 0.238989 0.271259 
0.950 0.025444 0.099588 0.134442 0.159368 0.180973 
0.975 0.012732 0.049846 0.067238 0.079597 0.090423 
1.000 0 0 0 0 0 
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ตารางที ่ ง.2  ความสมัพนัธ์ระหวา่ง  s  กบั ,x y  สาํหรับมุม  10 , 20 , 30B       
                      กรณีศึกษาระยะโก่งตวั  วิธีคาํนวณ  DTM แบบ  DTM(3)(17)   

s  
B  

10° 20° 30° 

x  y  x  y  x  y  
0 0.007603 0.110759 0.030268 0.219411 0.067551 0.323897 

0.025 0.032224 0.106419 0.053761 0.210863 0.089204 0.311400 
0.050 0.056845 0.102085 0.077259 0.202327 0.110867 0.298920 
0.075 0.081469 0.097765 0.100766 0.193817 0.132550 0.286474 
0.100 0.106097 0.093465 0.124286 0.185344 0.154262 0.274081 
0.125 0.130729 0.089190 0.147825 0.176921 0.176014 0.261756 
0.150 0.155366 0.084949 0.171386 0.168561 0.197814 0.249518 
0.175 0.180011 0.080747 0.194973 0.160276 0.219673 0.237384 
0.200 0.204663 0.076591 0.218591 0.152078 0.241597 0.225371 
0.225 0.229323 0.072488 0.242243 0.14398 0.263597 0.213496 
0.250 0.253994 0.068442 0.265933 0.135994 0.285681 0.201776 
0.275 0.278675 0.064461 0.289664 0.128132 0.307854 0.190228 
0.300 0.303367 0.060551 0.313440 0.120405 0.330126 0.178871 
0.325 0.328072 0.056718 0.337264 0.112826 0.352501 0.167720 
0.350 0.352789 0.052968 0.361138 0.105407 0.374987 0.156792 
0.375 0.377519 0.049306 0.385063 0.098157 0.397588 0.146106 
0.400 0.402263 0.045738 0.409044 0.091090 0.420308 0.135676 
0.425 0.427021 0.042269 0.433080 0.084216 0.443153 0.125520 
0.450 0.451794 0.038906 0.457174 0.077546 0.466124 0.115655 
0.475 0.476582 0.035653 0.481325 0.071089 0.489224 0.106095 
0.500 0.501384 0.032515 0.505536 0.064858 0.512454 0.096858 
0.525 0.526201 0.029498 0.529806 0.058861 0.535817 0.087958 
0.550 0.551033 0.026605 0.554135 0.053108 0.559310 0.079412 
0.575 0.57588 0.023842 0.578523 0.047610 0.582934 0.071233 
0.600 0.600741 0.021212 0.602968 0.042373 0.606687 0.063436 
0.625 0.625617 0.018720 0.627470 0.037409 0.630566 0.056035 
0.650 0.650506 0.016371 0.652027 0.032723 0.654568 0.049044 
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ตารางที ่ ง.2  (ต่อ) 

s  
B  

10° 20° 30° 

x  y  x  y  x  y  
0.675 0.675409 0.014166 0.676637 0.028326 0.678690 0.042475 
0.700 0.700324 0.012111 0.701298 0.024223 0.702925 0.036340 
0.725 0.725251 0.010208 0.726007 0.020422 0.727269 0.030651 
0.750 0.75019 0.008460 0.750762 0.016929 0.751715 0.025419 
0.775 0.775139 0.006870 0.775559 0.013750 0.776256 0.020654 
0.800 0.800098 0.005440 0.800395 0.010891 0.800885 0.016365 
0.825 0.825066 0.004173 0.825266 0.008356 0.825594 0.012560 
0.850 0.850042 0.003071 0.850168 0.006150 0.850373 0.009247 
0.875 0.875024 0.002136 0.875097 0.004278 0.875214 0.006433 
0.900 0.900013 0.001369 0.900050 0.002741 0.900107 0.004122 
0.925 0.925005 0.000771 0.925021 0.001543 0.925042 0.002320 
0.950 0.950002 0.000343 0.950006 0.000686 0.950010 0.001031 
0.975 0.975000 0.000086 0.975001 0.000171 0.974999 0.000257 
1.000 1 0 1 0 1 0 
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ตารางที ่ ง.3  ความสมัพนัธ์ระหวา่ง  s  กบั ,x y  สาํหรับมุม  40 , 50 , 60B       
                      กรณีศึกษาระยะโก่งตวั  วิธีคาํนวณ  DTM แบบ  DTM(3)(17)   

s  
B  

40° 50° 60° 

x  y  x  y  x  y  
0 0.118709 0.422266 0.182738 0.51274 0.258455 0.593666 

0.025 0.137866 0.406199 0.198827 0.493591 0.271006 0.572012 
0.050 0.157041 0.390153 0.214941 0.474462 0.283589 0.550377 
0.075 0.176250 0.374147 0.231104 0.455375 0.296238 0.528781 
0.100 0.195509 0.358201 0.247341 0.436352 0.308985 0.507244 
0.125 0.214834 0.342337 0.263676 0.417413 0.321863 0.485785 
0.150 0.234242 0.326574 0.280133 0.398581 0.334902 0.464425 
0.175 0.253749 0.310934 0.296735 0.379876 0.348136 0.443186 
0.200 0.273369 0.295436 0.313504 0.361323 0.361593 0.422090 
0.225 0.293117 0.280102 0.330462 0.342943 0.375303 0.401159 
0.250 0.313007 0.264953 0.347631 0.324760 0.389296 0.380418 
0.275 0.333052 0.250010 0.365029 0.306797 0.403599 0.359891 
0.300 0.353265 0.235295 0.382676 0.289081 0.418237 0.339605 
0.325 0.373656 0.220828 0.400590 0.271634 0.433237 0.319585 
0.350 0.394236 0.206633 0.418786 0.254483 0.448621 0.299862 
0.375 0.415015 0.192730 0.437279 0.237655 0.464410 0.280464 
0.400 0.436000 0.179141 0.456083 0.221175 0.480625 0.261422 
0.425 0.457200 0.165889 0.475209 0.205071 0.497282 0.242768 
0.450 0.478619 0.152995 0.494667 0.189370 0.514396 0.224535 
0.475 0.500262 0.140482 0.514465 0.174101 0.531981 0.206756 
0.500 0.522133 0.128371 0.534608 0.159292 0.550046 0.189468 
0.525 0.544233 0.116684 0.555101 0.144971 0.568599 0.172705 
0.550 0.566563 0.105442 0.575945 0.131166 0.587643 0.156505 
0.575 0.589121 0.094666 0.597139 0.117907 0.607179 0.140903 
0.600 0.611906 0.084378 0.618681 0.105221 0.627206 0.125938 
0.625 0.634913 0.074598 0.640566 0.093137 0.647719 0.111646 
0.650 0.658137 0.065345 0.662787 0.081681 0.668708 0.098065 
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ตารางที ่ ง.3  (ต่อ) 

s  
B  

40° 50° 60° 

x  y  x  y  x  y  
0.675 0.681571 0.056638 0.685333 0.070882 0.690161 0.085230 
0.700 0.705207 0.048495 0.708194 0.060764 0.712064 0.073178 
0.725 0.729036 0.040935 0.731354 0.051353 0.734396 0.061944 
0.750 0.753047 0.033973 0.754798 0.042673 0.757136 0.051560 
0.775 0.777227 0.027624 0.778507 0.034745 0.780259 0.042059 
0.800 0.801563 0.021904 0.802462 0.027592 0.803736 0.033469 
0.825 0.826042 0.016825 0.826639 0.021231 0.827535 0.025817 
0.850 0.850647 0.012398 0.851016 0.015679 0.851623 0.019127 
0.875 0.875363 0.008634 0.875568 0.010952 0.875961 0.013420 
0.900 0.900173 0.005541 0.900268 0.007061 0.900513 0.008711 
0.925 0.925059 0.003127 0.925088 0.004016 0.925235 0.005012 
0.950 0.950004 0.001396 0.950002 0.001823 0.950087 0.002329 
0.975 0.974990 0.000354 0.974982 0.000485 0.975023 0.000661 
1.000 1 0 1 0 1 0 
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ตารางที ่ ง.4  ความสมัพนัธ์ระหวา่ง  s  กบั ,x y  สาํหรับมุม  70 ,80 ,90B        
                      กรณีศึกษาระยะโก่งตวั  วิธีคาํนวณ  DTM แบบ  DTM(3)(17)   

s  
B  

70° 80° 90° 

x  y  x  y  x  y  
0 0.344512 0.663316 0.439158 0.719670 0.539399 0.760342 

0.025 0.353181 0.639807 0.443755 0.695002 0.539907 0.735229 
0.050 0.361891 0.616313 0.448399 0.670342 0.540464 0.710117 
0.075 0.370682 0.592849 0.453135 0.645701 0.541121 0.685008 
0.100 0.379594 0.569433 0.458011 0.621088 0.541928 0.659903 
0.125 0.388666 0.546079 0.463071 0.596515 0.542935 0.634807 
0.150 0.397938 0.522806 0.468362 0.571992 0.544192 0.609723 
0.175 0.407450 0.499632 0.473931 0.547533 0.545751 0.584656 
0.200 0.417239 0.476577 0.479821 0.523153 0.547662 0.559617 
0.225 0.427343 0.453660 0.486080 0.498868 0.549977 0.534613 
0.250 0.437799 0.430905 0.492750 0.474697 0.552746 0.509659 
0.275 0.448643 0.408335 0.499875 0.450660 0.556021 0.484770 
0.300 0.459909 0.385977 0.507500 0.426782 0.559853 0.459965 
0.325 0.471629 0.363857 0.515664 0.403089 0.564293 0.435267 
0.350 0.483837 0.342006 0.524409 0.379608 0.569389 0.410702 
0.375 0.496559 0.320455 0.533773 0.356374 0.575190 0.386300 
0.400 0.509825 0.299237 0.543792 0.333420 0.581744 0.362097 
0.425 0.523659 0.278389 0.554499 0.310785 0.589094 0.338131 
0.450 0.538082 0.257948 0.565928 0.288511 0.597284 0.314447 
0.475 0.553115 0.237955 0.578104 0.266643 0.606351 0.291093 
0.500 0.568772 0.218450 0.591052 0.245229 0.616331 0.268123 
0.525 0.585067 0.199478 0.604792 0.224319 0.627254 0.245594 
0.550 0.602008 0.181083 0.619339 0.203968 0.639146 0.223569 
0.575 0.619599 0.163312 0.634705 0.184233 0.652027 0.202115 
0.600 0.637840 0.146212 0.650893 0.165170 0.665909 0.181302 
0.625 0.656728 0.12983 0.667904 0.146842 0.680798 0.161204 
0.650 0.676254 0.114216 0.685730 0.129310 0.696693 0.760342 
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ตารางที ่ ง.4  (ต่อ) 

s  
B  

70° 80° 90° 

x  y  x  y  x  y  
0.675 0.696404 0.099418 0.704358 0.112635 0.696693 0.141898 
0.700 0.717159 0.085484 0.723768 0.096882 0.713584 0.123464 
0.725 0.738496 0.072460 0.743932 0.082112 0.731450 0.105981 
0.750 0.760387 0.060392 0.764818 0.068386 0.750264 0.089532 
0.775 0.782799 0.049324 0.786382 0.055765 0.769986 0.074198 
0.800 0.805692 0.039296 0.808576 0.044305 0.790569 0.060060 
0.825 0.829025 0.030346 0.831343 0.034060 0.811951 0.047200 
0.850 0.852749 0.022508 0.854618 0.025081 0.834061 0.035696 
0.875 0.876811 0.015811 0.878326 0.017413 0.856815 0.025627 
0.900 0.901154 0.010278 0.902384 0.011099 0.880115 0.017071 
0.925 0.925715 0.005926 0.926698 0.006173 0.903846 0.010109 
0.950 0.950427 0.002764 0.951158 0.002667 0.927874 0.004822 
0.975 0.975216 0.000793 0.975640 0.000603 0.952041 0.001303 
1.000 1 0 1 0 1 0 
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ตารางที ่ ง.5  ความสมัพนัธ์ระหวา่ง  s  กบั ,x y  สาํหรับมุม  100 ,110 ,120B        
                      กรณีศึกษาระยะโก่งตวั  วิธีคาํนวณ  DTM แบบ  DTM(3)(17)   

s  
B  

100° 110° 120° 

x  y  x  y  x  y  
0 0.641023 0.785372 0.736211 0.796010 0.819875 0.802635 

0.025 0.637620 0.760516 0.729296 0.772061 0.810093 0.780154 
0.050 0.634267 0.735652 0.722428 0.748096 0.800348 0.757649 
0.075 0.631014 0.710773 0.715651 0.724097 0.790675 0.735094 
0.100 0.627910 0.685871 0.709013 0.700048 0.781114 0.712464 
0.125 0.625009 0.660942 0.702561 0.675936 0.771705 0.689737 
0.150 0.622361 0.635981 0.696346 0.651745 0.762490 0.666889 
0.175 0.620019 0.610985 0.690418 0.627464 0.753514 0.643900 
0.200 0.618037 0.585954 0.684831 0.603083 0.744827 0.620751 
0.225 0.61647 0.560890 0.679641 0.578596 0.736480 0.597425 
0.250 0.615375 0.535798 0.674907 0.553998 0.728531 0.573908 
0.275 0.614808 0.510687 0.670688 0.529289 0.721040 0.550189 
0.300 0.614828 0.485570 0.667049 0.504473 0.714074 0.526261 
0.325 0.615492 0.460461 0.664055 0.479557 0.707701 0.502123 
0.350 0.616860 0.435384 0.661773 0.454556 0.701996 0.477777 
0.375 0.618990 0.410364 0.660273 0.429488 0.697037 0.453233 
0.400 0.621942 0.385433 0.659624 0.404380 0.692906 0.428508 
0.425 0.625771 0.360628 0.659897 0.379265 0.689686 0.403626 
0.450 0.630532 0.335994 0.661162 0.354183 0.687464 0.378619 
0.475 0.636280 0.311580 0.663487 0.329182 0.686327 0.353532 
0.500 0.643061 0.287443 0.666940 0.304321 0.686360 0.328416 
0.525 0.650922 0.263646 0.671583 0.279664 0.687650 0.303336 
0.550 0.659901 0.240258 0.677474 0.255286 0.690276 0.278368 
0.575 0.670032 0.217357 0.684662 0.231273 0.694313 0.253601 
0.600 0.681340 0.195024 0.693193 0.207716 0.699829 0.229133 
0.625 0.693841 0.173346 0.703100 0.184717 0.706882 0.205078 
0.650 0.707545 0.152418 0.714407 0.162386 0.715520 0.181560 



 
 

134 

ตารางที ่ ง.5  (ต่อ) 

s  
B  

100° 110° 120° 

x  y  x  y  x  y  
0.675 0.722448 0.132337 0.727124 0.140841 0.725775 0.158713 
0.700 0.738537 0.113204 0.741249 0.120204 0.737665 0.136682 
0.725 0.755785 0.095124 0.756765 0.100607 0.751194 0.115622 
0.750 0.774154 0.078203 0.773641 0.082184 0.766347 0.095692 
0.775 0.793591 0.062551 0.791829 0.065076 0.783096 0.077058 
0.800 0.814031 0.048280 0.811267 0.049428 0.801397 0.059894 
0.825 0.835392 0.035503 0.831878 0.035394 0.821200 0.044373 
0.850 0.857578 0.024340 0.853570 0.023138 0.842449 0.030679 
0.875 0.880473 0.014920 0.876240 0.012840 0.865095 0.019004 
0.900 0.903945 0.007383 0.899774 0.004708 0.889109 0.009560 
0.925 0.927837 0.001896 0.924049 0.001008 0.914495 0.002590 
0.950 0.951965 0.001343 0.948936 0.000994 0.941318 0.001607 
0.975 0.976108 0.000084 0.974300 0.000842 0.969729 0.000644 
1.000 1 0 1 0 1 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก จ 
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กระบวนการยงิเป้า 
 
 1. สมการครอบคลุมปัญหา  ประกอบไปดว้ย  
  1) ความสมัพนัธ์ระหวา่งความโคง้และโมเมนตด์ดัในรูปไร้หน่วยดงัน้ี 
 

   d
y

d s

                       (จ.1)

     
  2) ความสมัพนัธ์ทางเรขาคณิต ซ่ึงแสดงไวใ้นสมการท่ี (2.15) คือ  
 

   cos
dx

ds
                    (จ.2)

    

   sin
dy

ds
                          (จ.3) 

 
 โดยมีเง่ือนไขขอบเขตท่ี   1s    ดงัต่อไปน้ี 
   0, 1A Bx x      
 
 2. ขั้นตอนการศึกษา 
  1) กาํหนดค่ามุม  B  ท่ีตอ้งการทราบค่า และทาํการประมาณค่า     และระยะ   

Bx  ในรอบแรก      
  2) อินทิเกรตเชิงตวัเลขแบบรุงเง-คุตตา อนัดบั 4 ในชุดสมการท่ี (จ.1), (จ.2) และ 
(จ.3)  จาก  0s    จนถึง   1s     
  3) ปรับแกค่้าท่ีทาํการประมาณไวใ้นขั้นตอนท่ี 1) ดว้ยกระบวนการทาํซํ้ าโดยวิธี 
Newton-Raphson จนกระทัง่ฟังกช์นั    มีค่าเขา้ใกลศู้นย ์
 
        Min. 1 1 1Bs x s x                        (จ.4) 
 
  4) หลังจากได้คาํตอบสอดคล้องกับเง่ือนไขแล้วสามารถนําไปสร้างความ 
สมัพนัธ์ระหวา่งนํ้าหนกับรรทุกกบัระยะโก่งตวัรวมถึงตาํแหน่งสมดุลต่างๆ ได ้



 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก ฉ 
ผลงานตพีมิพ์เผยแพร่ 
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 This paper presents approximate closed-form solutions of a problem dealing with cantilever column 
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taken into account. A set of nonlinear governing differential equations is formulated from equilibrium  
equations, moment-curvature relation, and geometric relations. The differential transformation method 
(DTM) is employed to transform the differential equations into transformed functions. Afterwards, the 
expressions for the slope, horizontal displacement, and vertical displacement can be obtained by using 
the inverse process of the transformation. The results of the problems can be computed by imposing the 
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�����, there are 2 factors 
that affect the accuracy of the results. One is the number of the considered terms in the Taylor’s series of 
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the calculation by DTM. By using this approach, it is possible to derive simple expressions to describe the 
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good agreement with those obtained from the shooting method and elliptic integral method. 
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   Postbuckling

Abstract

Application of Differential Transformation Method to 
Study Postbuckling Behavior of 

Cantilever Column under End Loading
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B,  C1 = 0.001 เรเดียน 

   แทนคา C1 ,      ในสมการที่ (30), 

  หาคาอนุพันธของสมการที่ (30),  

 หาคา       จากสมการ

               =  น้ำหนักบรรทุกวิกฤต 
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�-��#$�%������/�	$�	&�����	���(�����
����������� !�	$/�

            

เริ่มตน

กําหนดคามุม B

ในที่นี้ คอื C1

คํานวณคา       จากสมการที่ (30)
ดวยระเบยีบวธินิีวตนั-ราฟสนั

แทนคา     และ C1       
ในสมการที่ (34)

     

สมการมุมลาดเอียง
(สาํหรบัมุม B = C1)

สมการระยะเคลอนตวัทางแกน X
(สาํหรบัมุม B  = C1)

สมการระยะเคลอนตวัทางแกน Y
(สาํหรบัมุม B  = C1)  

แทนคา  และ C1

ในสมการที่ (35)
แทนคา  และ C1

ในสมการที่ (36)

H��P���*���B�����*,!P�
 H��������N
�,���������B��O"M	����
� � ��	�"�	��������&���.����26���3	&��	��
��&�����	���
!+�%'�&�.5
� aRc� +����&����
���
��

&/������$���%���.5
�.�.�$.&�.	�.&�/��Pj]]>TU>AY]�i?U@{ZY]�
c@UdBXL�jicQ�)*!����&k���"�	$��������R>^B=d@?qB� 
����|@Z@�IK9J������&�����	���%���.5
�.��E��PgdBBU>?{� 
c@UdBXL�gcQ����+�%	����������+�%�	$�����
!�K

"�����#$�����
���
����&���.����26	���2	/&����(&�.&G$�����

Number of 
terms 

 Relative 
error EIM [21] SM DTM(3)(17) 

3 

2.4674011002 

 2.0000003333 2.00000E-00 
5  2.5358984981 2.67949E-01 
7  2.4646046852 2.81138E-02 
9  2.4674791152 1.16628E-03 

11 2.4674011005 2.4673999522 3.20825E-05 
13  2.4674014281 5.98145E-07 
15  2.4674014085 7.92911E-09 
17  2.4674014086 6.48576E-11 
19  2.4674014087 6.88973E-13 

� � �'�&$�����
!� K� ��&����
���
��'�2O	+�%�"� 
�.5
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(deg)
B  

* ( 0)x s   * ( 0)y s  
DTM(3)(17) EIM [21] SM DTM(3)(17) EIM [21] SM 

0 0 0 0  0 0 0 
20 0.96973 0.970 0.96973  0.21941 0.220 0.21941 
40 0.88129 0.881 0.88120  0.42226 0.422 0.42224 
60 0.74141 0.741 0.74101  0.59366 0.593 0.59320 
80 0.56084 0.560 0.55939  0.71967 0.719 0.71949 

100 0.35897 0.349 0.34898  0.78537 0.792 0.79153 
120 0.18012 0.123 0.12315  0.80263 0.803 0.80317 

* *( 0) 1 ( 0), ( 0) ( 0)x s x s y s y s

(35)

��.%/0
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