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วิทยานิพนธ์ฉบบัน้ีเก่ียวขอ้งกบัการศึกษาผลกระทบของปลายยื่นของอิลาสติกคาท่ีมีความ

ยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได้ ต่อพฤติกรรมการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคา โดยมีแรงกระท าภายใต้
น ้าหนกับรรทุกของตวัเอง ปลายดา้นหน่ึงของอิลาสติกคาวางอยูบ่นจุดรองรับแบบสปริงหมุน ในขณะ
ท่ีปลายอีกดา้นหน่ึงวางอยูบ่นจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน โดยท่ีปลายยื่นก าหนดให้เป็นสัดส่วน
กบัความยาวของช่วงของอิลาสติกคา  

สมการครอบคลุมปัญหาสามารถสร้างได้จาก ชุดสมการสมดุลของช้ินส่วนย่อยของ 
อิลาสติกคา ความสัมพนัธ์ระหวา่งโมเมนตด์ดัและความโคง้ และความสัมพนัธ์ทางเรขาคณิต หลงัจาก
นั้นระเบียบวิธียิงเป้าจะถูกน ามาใชใ้นการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของปัญหา โดยปลายยื่นเป็นสัดส่วน
กบัความยาวของช่วงอิลาสติกคาท่ี 0.25, 0.50 และ 0.75 โดยมีการแปรผนัค่าความแข็งของสปริงหมุน
ท่ี ศูนย ์ถึง อนนัต ์ระเบียบวธีิยงิเป้าจะถูกน ามาใชใ้นการหาผลเฉลยเชิงตวัเลขของปัญหา 

ได้น าผลจากการค านวณมาวิเคราะห์โดยอาศยัแผนผงัความสัมพนัธ์ระหว่าง น ้ าหนัก
บรรทุกและความยาวส่วนโคง้ทั้งหมดของอิลาสติกคา รูปร่างสมดุลของอิลาสติกคา พบวา่ความยาว
ของปลายยื่นมีผลต่อพฤติกรรมของอิลาสติกคา โดยอาจท าให้น ้ าหนกับรรทุกวิกฤติมีค่าท่ีต ่าลงหรือ
สูงข้ึนกวา่กรณีท่ีไม่พิจารณาผลกระทบของปลายยื่นซ่ึงข้ึนอยูค่วามยาวของปลายยืน่ และเม่ือความยาว
ของปลายยืน่เพิ่มมากข้ึนจะส่งผลต่อการดึงร้ังของอิลาสติกคาเป็นผลใหไ้ม่สามารถหาสภาวะสมดุลใน
บางช่วงของความยาวส่วนโคง้ไดใ้นบางกรณี ในส่วนของผลกระทบของจุดรองรับแบบสปริงหมุนซ่ึง
เป็นไปตามคาดหมายกล่าวคือเม่ือค่าสติฟเนสของสปริงเพิ่มข้ึนเป็นผลให้ระบบมีสติฟเนสเพิ่มข้ึน 
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ABSTRACT 
 

This research study aimed to investigate the effect of overhanging portion of the variable-
arc-length elastica subjected to uniform self-weight on the large deflection behavior of elastica.  
One end of the elastica is attached on the rotational spring support, while the other end is placed on 
the frictionless support. The overhanging portion is proportional to the span-length of the elastica. 

The set of governing differential equations can be established by considering the 
equilibrium of the elastica, the moment-curvature relationship, and the geometric relations. 
Subsequenty, the shooting method is utilized to compute the numerical results of the problem. The 
overhanging portions of the length 0.25L, 0.50L and 0.75L will be studied. In addition, the stiffness 
of the spring joint can be varied be from zero to infinity to investigate the effect of the stiffness of the 
spring joint.   

The results from the computation have been analysed by using the load-deflection diagrams 
and equilibrium shapes of the elastica. From the results, it is found that the length of the overhanging 
portion affects the behavior of the elastica depending on the length of overhanging portion. The 
critical load can be lower or higher than that of VAL elastica without the effect of overhanging 
portion. When the length of overhanging portion becomes large enough, the pulling effect of the 
overhanging portion may be dominated. This results in no equilibrium state for some cases. In the 
case of effect of the spring support, the increase of the stiffness of the rotational spring leads to the 
increase of the stiffness of the system as expected. 
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   บทน า 

1.1  ความเป็นมาและความส าคญัของปัญหา 
ปัญหาท่ีเก่ียวขอ้งกบัอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนไดโ้ดยธรรมชาติแลว้เป็น

ปัญหาในลกัษณะท่ีอิลาสติกคาแอ่นตวัไดม้ากแต่ถา้ความเครียดท่ีเกิดข้ึนมีนอ้ย ในกรณีท่ีการแอ่นตวั
ของอิลาสติกคามีค่าน้อย โดยทัว่ไปนิยมใชท้ฤษฎีการดดัเบ้ืองตน้ จะน าไปสู่สมการอนุพนัธ์เชิงเส้น 
สามารถหาค าตอบแบบแม่นตรง (Exact solution)ไดง่้าย ดงันั้นทฤษฎีการดดัเบ้ืองตน้จะให้ค  าตอบท่ี
ถูกตอ้งใกลเ้คียงความจริงเม่ือเกิดการแอ่นตวัมีค่าน้อย แต่ในบางกรณี การแอ่นตวัสามารถเกิดข้ึนได้
มากโดยท่ีอิลาสติกคานั้นยงัมีคุณสมบติัอยู่ในช่วงอิลาสติก (Elastic) จึงท าให้สมการทฤษฎีการดดั
เบ้ืองต้นไม่สามารถให้ค  าตอบท่ีใกล้เคียงความจริงได้ โดยมี Chucheepsakul and Huang [1] เป็นผู ้
เสนอน าเสนอ แบบจ าลองอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้เป็นคร้ังแรก โดยมีลกัษณะ
พิเศษท่ีปลายดา้นหน่ึงสามารถเล่ือนเขา้ไดอ้ยา่งอิสระ ท าให้เกิดความยาวช่วงจุดรองรับถึงจุดรองรับ
เท่าเดิม แต่อิลาสติกคามีความยาวส่วนโคง้เพิ่มข้ึน และต่อมาการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาท่ีมีความ
ยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนไดไ้ดมี้การศึกษากนัอยา่งกวา้งขวางในรูปแบบต่างๆ [2-19] งานวิจยัผลของ
การสั่นท่ีมีต่อโครงสร้างอิลาสติกคา [20]งานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัขนส่งใตท้ะเลเก่ียวกบัผลกระทบของ
ไหลในท่อ [21-22] ซ่ึงเป็นโครงสร้างท่ีมีความชะลูดสูง โดยจ าลองจุดรองรับแบบยึดหมุน
เปรียบเสมือนปลายของท่อส่งยึดกบัแท่นขุดเจาะ และจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทานเปรียบเสมือน
ปลายดา้นท่ีอยูบ่นเรือ เช่น การดดัของท่อส่งน ้ ามนัในทะเล การเคล่ือนตวัมากของท่อขุดเจาะ เป็นตน้ 
ปัญหาเช่นน้ีมกัจะถูกมองว่าเป็นปัญหาแบบอิลาสติกคา (Elastica) หรือการแอ่นตวัมากปัจจุบนัการ
แกปั้ญหาเหล่าน้ีนิยมกระท าใน 3 วิธีหลกั คือ ระเบียบวิธีอีลิปติคอินทิกรัล (Elliptic integral method), 
ระเบียบวิธียิงเป้า (Shooting method) และระเบียบวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์ (Finite element method) โดย
วิธีการแรกเชิงวิเคราะห์ให้ค  าตอบในรูปแบบปิด (Closed form solution) จะให้ผลลพัธ์แบบแม่นตรง 
(Exact solution) มีปัญหาไม่ซับซ้อนมาก ในส่วนของสองวิธีการหลังให้ค  าตอบในเชิงตัวเลข 
(Numerical method) จะไม่สามารถใหค้  าตอบท่ีเป็นรูปแบบปิดได ้ขอ้ดีของวธีิเชิงวิเคราะห์คือ ค าตอบ
รูปแบบปิดจะแสดงถึงพฤติกรรมการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาและใหผ้ลลพัธ์แบบแม่นตรง ส่วนวธีิ
เชิงตวัเลขสามารถใช้วิเคราะห์การแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาได้ทุกสภาพการรับน ้ าหนักบรรทุก 
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การรับน ้ าหนกับรรทุกท่ีซบัซ้อน นิยมใชร้ะเบียบวิธีตวัเลขเป็นส่วนใหญ่ [7] ลกัษณะอิลาสติกคาท่ีมี
ความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้(Variable-Arc-Length, VAL) นั้น จะมีความยาวช่วงท่ีคงท่ี แต่จะมี
ความยาวส่วนโคง้ไม่คงท่ี ดงัในรูปท่ี (1.1) และ (1.2) 

 
 

รูปที ่1.1  อิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้ก่อนการเสียรูป 

 

 
 

รูปที ่1.2  อิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้หลงัการเสียรูป 
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ในอดีตท่ีผ่านมีงานวิจยัการแอ่นตวัของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได้
(Variable-Arc-Length, VAL) เป็นจ านวนมาก [1-22] และท่ีผา่นมาไม่ไดน้ าผลของส่วนปลายท่ียื่นมา
พิจารณาดว้ย ส าหรับงานวจิยัน้ีน าผลส่วนปลายท่ียืน่มาวเิคราะห์รวมดว้ย โดยมีจุดรองรับทางดา้นหน่ึง
แบบสปริงหมุน และจุดรองรับอีกดา้นหน่ึงแบบไร้แรงเสียดทาน มีระยะจากจุดรองรับถึงจุดรองรับ
คงท่ี แต่ความยาวส่วนโคง้ไม่คงท่ี โดยมีน ้ าหนกับรรทุกตวัเองแผแ่บบกระจายสม ่าเสมอ (Uniformly 
distributed self weight) และท าการหาผลเฉลยของสมการไร้เชิงเส้นโดยระเบียบวิธียิงเป้า (Shooting 
method) และอินทิเกรตดว้ยระเบียบวธีิรุงเง-คุตตา (Runge-Kutta method) 

1.2  วตัถุประสงค์ของการวจิัย 

1.2.1 เพื่อศึกษาพฤติกรรมการแอ่นตวัมากและเสถียรภาพของอิลาสติกคาช่วงเดียวปลายยื่น
ท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้โดยพิจารณาผลของการยดึร้ังท่ีจุดหมุน และผลกระทบของปลายยืน่ 

1.2.2 เพื่อศึกษาสภาวะน ้ าหนกับรรทุกวิกฤติ(ถา้มี) ภายใตน้ ้ าหนกับรรทุกตวัเองแผก่ระจาย
สม ่าเสมอ 

1.3  ขอบเขตของการวจิัย 

งานวิจยัน้ีน าเสนอการวิเคราะห์การแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาช่วงเดียวปลายยื่นท่ีมีความ
ยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนไดภ้ายใตส้ภาวะรับน ้ าหนกับรรทุกตวัเองโดยใช้ระเบียบวิธียิงเป้าในการหา
ค าตอบเชิงตวัเลข โดยมีขอบเขตในการวเิคราะห์ดงัน้ี 

1.3.1 แบบจ าลองในการวิเคราะห์เป็นแบบสองมิติท่ีมีจุดรองรับดา้นหน่ึงเป็นแบบจุดยึด
สปริงหมุน ส่วนอีกดา้นเป็นแบบจุดรองรับไร้แรงเสียดทาน อิลาสติกคาสามารถเล่ือนผ่านจุดรองรับ
ไดอ้ยา่งอิสระ 

1.3.2 วเิคราะห์น ้าหนกัแบบบรรทุกตวัเองแผก่ระจายสม ่าเสมอ 
1.3.3 ค่าสติฟเนสของสปริง ก าหนดท่ี 0 5 10 100 1,000 และ อนนัต ์ 
1.3.4 ก าหนดปลายยืน่ระยะท่ี 0.25 0.50 และ 0.75 โดยเป็นสัดส่วนกบัความยาวช่วง 
1.3.5 การพิจารณาการแอ่นตวัของอิลาสติกคาเป็นแบบแอ่นตวัมากแต่ความเครียดมีค่านอ้ย 
1.3.6 คุณสมบติัวสัดุของอิลาสติกคาเป็นไปตามกฎของฮุค (Hooke’s law) 
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1.4  ขั้นตอนการวจิัย 
1.4.1 ศึกษาการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาช่วงเดียวปลายยืน่ท่ีมีตวัแปรความยาวส่วนโคง้

แปรเปล่ียนได ้โดยท่ีผลของส่วนปลายท่ียืน่ ไดถู้กน ามาพิจารณาดว้ย 
1.4.2 ศึกษางานวจิยัท่ีเท่ียวขอ้ง  
1.4.3 ศึกษาระเบียบวิธียิงเป้า (Shooting method) และอินทิเกรตดว้ยระเบียบวิธีรุงเง-คุตตา 

(Runge-Kutta method) 
1.4.4 เขียนสมการครอบคลุมของปัญหา (Governing equation) และก าหนดขอบเขตเง่ือนไข

ท่ีเหมาะสมในการหาค าตอบ (Boundary condition) 
1.4.5 เขียนโปรแกรมและหาค าตอบเชิงตวัเลขดว้ยโปรแกรม MATLAB 
1.4.6 สรุปผลการศึกษา 

1.5  ประโยชน์ทีค่าดว่าจะได้รับ 
1.5.1 ทราบถึงผลกระทบของปลายยืน่และผลกระทบของจุดรองรับแบบสปริงหมุน 
1.5.2 ทราบถึงพฤติกรรมของการแอ่นตัวของอิลาสติกคาท่ีมีปลายยื่น ภายใต้น ้ าหนัก

บรรทุกตวัเองแผก่ระจายสม ่าเสมอ 
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ทฤษฎแีละงานวจิยัที่เกีย่วข้อง 

 
งานวิจยัน้ีท าการวิเคราะห์ปัญหาการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาช่วงเดียวปลายยื่นท่ีความ

ยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนไดท่ี้วางอยูบ่นจุดรองรับสองจุด มีระยะห่างระหวา่งจุดรองรับทั้งสองคงท่ีโดย
มีจุดรองรับปลายด้านหน่ึงเป็นแบบสปริงหมุน และปลายอีกด้านหน่ึงเป็นแบบไร้แรงเสียดทาน  
อิลาสติกคาสามารถเล่ือนไหลผา่นจุดรองรับไดอ้ยา่งอิสระ โดยน าส่วนของปลายยื่นมาวิเคราะห์รวม
ดว้ย โดยมีน ้ าหนกับรรทุกตวัเองแผก่ระจายสม ่าเสมอเม่ืออิลาสติกคารับน ้ าหนกับรรทุกดงักล่าว เกิด
การแอ่นตวัมากท าให้ความยาวส่วนโคง้ของอิลาสติกคาเพิ่มข้ึน และจดัเป็นปัญหาทางอิลาสติกคา 
(Elastica) ท่ีน่าสนใจปัญหาหน่ึง เน่ืองจากปัญหาในลกัษณะน้ี มีสมการครอบคลุมปัญหา (Governing 
equation) ท่ีมีความไร้เชิงเส้น (Non-linear) สูง โดยทัว่ไปวธีิการแกปั้ญหาในลกัษณะน้ีสามารถกระท า
ไดโ้ดย 3 วธีิหลกั ดงัน้ี  

1. วธีิอีลิปติคอินทิกรัล (Elliptic intergral method)  
2. วธีิยงิเป้า (Shooting method)  
3. วธีิไฟไนตเ์อเลเมนต ์(Finite element method) 
โดยวธีิการแรกเชิงวเิคราะห์ใหค้  าตอบในรูปแบบปิด ในส่วนของสองวธีิการหลงัใหค้  าตอบ

ในเชิงตวัเลขจะไม่สามารถใหค้  าตอบท่ีเป็นรูปแบบปิดได ้ขอ้ดีของวธีิเชิงวเิคราะห์คือ ค าตอบรูปแบบ
ปิดจะแสดงถึงพฤติกรรมการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาและให้ผลลพัธ์แบบแม่นตรง สามารถให้
ค  าตอบท่ีมีปัญหาซับซ้อนไม่มากนกั ส่วนวิธีเชิงตวัเลขสามารถใช้วิเคราะห์การแอ่นตวัมากของอิลา
สติกคาไดทุ้กสภาพการรับน ้ าหนกับรรทุก ท าให้การวิเคราะห์ปัญหาเพื่อใชใ้นทางปฏิบติั มีสภาพการ
รับน ้าหนกับรรทุกท่ีซบัซ้อน นิยมใชร้ะเบียบวธีิเชิงตวัเลขเป็นส่วนใหญ่ ในการท าวจิยัน้ีใชร้ะเบียบวิธี
ยงิเป้า (Shooting method) และอินทิเกรตดว้ยระเบียบวธีิรุงเง-คุตตา (Runge-Kutta method) และในบท
น้ีจะกล่าวถึงทฤษฎีและงานวจิยัต่างๆ ท่ีเก่ียวขอ้งดงัน้ี 
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2.1  ทฤษฎทีีเ่กีย่วข้อง 

เม่ือพิจารณารูป 2.1 และ 2.2 เม่ืออิลาสติกคารับน ้ าหนกัจะเกิดการโก่งตวัท่ีเรียกวา่เส้นโคง้ 
อิลาสติก (Elastic curve) โดยค่าการโก่งตวัท่ีจุดต่างๆ จะมากหรือนอ้ยนั้นข้ึนอยูก่บัค่าคุณสมบติัความ
แข็งแกร่งของหน้าตดัในการตา้นทานแรงดดัท่ีเรียกว่า ความแข็งแกร่งต่อการดดั (Flexural rigidity) 
หรือ EI  เม่ือพิจารณาส่วนโคง้สั้ นๆ ds  (วดัตามแกนสะเทิน) หรือช้ินส่วนสั้นๆ dx  (ความยาวตาม
แนวราบ) ท่ีหนา้ตดัจะเกิดโมเมนตภ์ายใน(M ) 

 

 

รูปที ่2.1  อิลาสติกคาเม่ือมีน ้าหนกัมากระท า 

 

 

รูปที ่2.2  พิจารณาความสัมพนัธ์ ส่วนโคง้ ds  และมุม    
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โดย          =  มุมลาดท่ีจุดใดๆบนเส้นโคง้อิลาสติก (Elastic curve)   
d =   ค่าการเปล่ียนแปลงของมุมลาด ของช้ินส่วนความยาว dx   
M    =  โมเมนต ์ท่ีเกิดข้ึนท่ีหนา้ตดั 
R    =   รัศมีความโคง้ (Radius of curvature) ของโคง้ ds   
EI   =   ความแขง็แกร่งต่อการดดั (Flexural rigidity) ของหนา้ตดั 

จากรูป 2.2 ค่าความสัมพนัธ์ของ โมเมนตด์ดัและความโคง้ (Moment curvature relationship)  
1 d M

R ds EI


               (2.1) 

ค่ามุมลาด ท่ีแกนสะเทิน (Neutral axis) 

tan
dy

dx
               (2.2) 

1tan
dy

dx
               (2.3) 

เน่ืองจาก   และ s มีความสัมพนัธ์กบั x    
11

tan
d dx d dy dx

R dx ds dx dx ds

  
   

 
           (2.4) 

 
ความยาวส่วนโคง้ของอิลาสติกคา 

2 2ds dx dy               (2.5) 
 

1/2
2

1
ds dy

dx dx

  
   

   

             (2.6) 
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1

1

dx

ds dy

dx


  
  
   

             (2.7) 
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2
1

1/2
2

1
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          (2.8) 
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2

2
1

1/2 1/2
2 2

1 1

1 1

d y

d dy dx dxtan
R dx dx ds dy dy

dx dx



  
  
   

     
          

                      

        (2.9) 

2

2

3/2
2

1

1

d y

dx

R dy

dx


  
  
   

           (2.10) 

 
จากสมการท่ี 2.1 จะได ้สมการอนุพนัธ์แบบไร้เชิงเส้นท่ีอธิบายการแอ่นตวัของอิลาสติกคา 

2

2

3/2
2

1

1

d y

Mdx

R EIdy

dx

 
  
  
   

          (2.11) 

สมการท่ี 2.11 เป็นสมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัสองแบบไร้เชิงเส้น (Nonlinear second order 
differential equation) โดยทัว่ไปแล้วค่าการโก่งตวั (Deflection) ของอิลาสติกคาจะถูกจ ากดัให้มีค่า

นอ้ยมากๆ และพจน์ของ 
2

0
dy

dx

 
 

 
 จะได ้

2

2

1 d y M

R dx EI
             (2.12) 
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2.2  งานวจิัยทีเ่กีย่วข้อง 
งานวิจยัท่ีเก่ียวกบัการศึกษาการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียน

ไดภ้ายใตก้ารรับน ้าหนกับรรทุกแบบต่างๆ พบไดใ้นงานวจิยั ดงัน้ี 
2.3.1  การเสนอแบบจ าลองอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้
Chucheepsakul และHuang [1] ได้ศึกษาอิลาสติกคาท่ีมีลักษณะมีความยาวส่วนโค้ง

แปรเปล่ียนได ้โดยมีจุดรองรับดา้นหน่ึงเป็นแบบยึดหมุน และอีกดา้นหน่ึงเป็นจุดรองรับแบบไร้แรง
เสียดทาน โดยการสร้างฟังชนันลัพลงังานข้ึนมา โดยมีโมเมนต ์เป็นแรงกระท า หาผลเฉลยดว้ยวิธีไฟ
ไนตเ์อลิเมนต ์

2.3.2  การจ าลองความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนไดใ้นรูปแบบต่างๆ 
สมเจตน์ อยูส่นิท [2] ไดศึ้กษาการวิเคราะห์ทางสถิตศาสตร์เพื่อหาค่าการแอ่นตวัมากของอิ

ลาสติกคาท่ีวางอยูบ่นจุดรองรับสองจุดท่ีมีระยะห่างคงท่ี โดยมีจุดรองรับดา้นหน่ึงเป็นแบบยึดหมุน
และอีกปลายอีกดา้นหน่ึงพาดอยู่บนจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน รับน ้ าหนกับรรทุกแบบกระท า
เป็นจุด ตวัเองแบบแผส่ม ่าเสมอ และแบบมีโมเมนตท์ั้งสองดา้นจุดรองรับ หาผลเฉลยดว้ยวธีิไฟไนตเ์อ
ลิเมนต ์เปรียบเทียบกบัวธีิอิลิปติคอินทิกรัล พบวา่ใหค้่าใกลเ้คียงกนัมาก 

สุรพนัธ์ บุญเจริญ [3] ไดท้  าการ ศึกษาวเิคราะห์การแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาช่วงเดียวท่ีมี
ความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้จุดรองรับสองจุดมีระยะห่างคงท่ี โดยมีจุดรองรับดา้นหน่ึงของอิลา
สติกคาเป็นแบบยดึหมุน ปลายอิลาสติกคาอีกดา้นหน่ึงพาดอยูบ่นจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน โดย
ท าการทดสอบ 3 กรณีไดแ้ก่ 1.รับน ้ าหนกักระท าแบบจุดบริเวณกลางอิลาสติกคา 2.แบบมีโมเมนต์
เพียงหน่ึงด้าน 3.แบบมีโมเมนต์ดดัทั้งสองดา้น หาผลเฉลยดว้ยวิธีอิลิปติคอินทิกรัล เปรียบเทียบกบั
การวเิคราะห์ดว้ยวธีิไฟไนตเ์อลิเมนต ์ผลปรากฏวา่มีความสอดคลอ้งกนัดี 

จีระพงษ ์เทพพิทกัษ์ [4] ไดท้  าการศึกษาการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วน
โคง้แปรเปล่ียนได ้จุดรองรับทัง่สองจุดมีระยะห่างคงท่ี จุดรองรับดา้นหน่ึงของอิลาสติกคาเป็นแบบ
ยึดหมุน ปลายอิลาสติกคาอีกดา้นหน่ึงพาดอยูบ่นจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน ไดท้  าการทดสอบ 4 
กรณีได้แก่ 1.น ้ าหนักบรรทุกแบบจุดท่ีต าแหน่งใดๆ 2.โมเมนต์ดัดกระท าทั้งสองปลายในทิศทาง
ตรงกนัขา้ม 3.โมเมนต์ดดักระท าทั้งสองปลายในทิศทางตรงกนัขา้ม และมีน ้ าหนกับรรทุกแบบจุด
กระท าท่ีต า แหน่งใดๆ 4.โมเมนต์ดดักระท าทั้งสองปลายในทิศทางเดียวกนั หาผลเฉลยดว้ย วิธีอิลิ
ปติคอินทิกรัล  
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He และคณะ [5] ไดศึ้กษาการแอ่นตวัของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้
จุดรองรับทัง่สองจุดมีระยะห่างคงท่ี โดยจุดรองรับดา้นหน่ึงเป็นสปริง และจุดรองรับอีกดา้นหน่ึงมี
แรงเสียดทาน โดยก าหนดค่าของสปริงอยูท่ี่ 0.25 0.50 และ 0.75 ส่วนจุดรองรับท่ีมีแรงเสียดทานได้
ก าหนดแรงเสียดทานไวท่ี้ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 และ 0.5 ไดท้  าการหาผลเฉลยดว้ยวธีิอิลิปติคอินทิกรัล 

Wang และคณะ [6] ได้ศึกษาการความยาวส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้โดยแบ่งออกเป็น 4 
ลกัษณะไดแ้ก่ 1.ลกัษณะอิลาสติกคายื่นมีแรงกระท าท่ีปลายแบบติดตาม 2.อิลาสติกคาช่วงเดียวมีแรง
กระท าท่ีปลายแบบติดตาม 3.อิลาสติกคาช่วงเดียวมีแรงกระท าท่ีปลายแบบติดตามมีความยาวส่วนโคง้
แปรเปล่ียนได้ 4.จุดรองรับด้านหน่ึงเป็นสปริงและจุดรองรับอีกด้านหน่ึงมีแรงเสียดทาน มีแรงมา
กระท าท่ีปลายแบบติดตาม ละใชค้่า k  = 0 1 10 และ104 หาผลเฉลยโดยวธีิอิลิปติคอินทิกรัล 

สุนิสา รอดสังวาลย์ [7] ได้ศึกษาการแอ่นตัวมากของอิลาสติกคาท่ีความยาวส่วนโค้ง
แปรเปล่ียนได ้โดยแบ่งเป็น 2 กรณี 1.ลกัษณะอิลาสติกคาต่อเน่ือง ต่างระดบักนั 2.ลกัษณะอิลาสติกคา
ช่วงเดียว ท่ีมีจุดรองรับมีระยะคงท่ี มีจุดรองรับดา้นหน่ึงเป็นสปริงหมุน และอีกดา้นหน่ึงเป็นแบบไร้
แรงเสียดทาน โดยศึกษาแรงท่ีมากระท าแบ่งเป็น 3 กรณี 1.น ้ าหนักบรรทุกแบบจุดกระท าบริเวณ
ก่ึงกลาง 2.น ้ าหนกับรรทุกแบบแผส่ม ่าเสมอ 3.โมเมนตก์ระท าทั้งสองปลายในทิศทางเดียวกนั หาผล
เฉลยดว้ยวธีิไฟไนตเ์อเลเมนต ์

กอปร์ชยั ศิริตระกูลมัง่ [8] ไดศึ้กษาการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้
แปรเปล่ียนได ้เป็น 3 กรณี 1.อิลาสติกคาช่วงเดียวโดยท่ีจุดรองรับดา้นหน่ึงเป็นแบบยึดหมุนและจุด
รองรับอีกด้านหน่ึงมีแรงเสียด โดยมีแรง น ้ าหนักบรรทุกแบบจุด น ้ าหนักบรรทุกกระจายแบบ
สม ่าเสมอ โมเมนตท่ี์จุดรองรับทั้งสองแบบทิศทางเดียวกนัและคนละทิศทาง 2.อิลาสติกคาช่วงเดียวท่ี
มีจุดรองรับแบบสปริงหมุนและปลายอีกด้านหน่ึงแบบมีแรงเสียดทาน โดยมีแรงกระท าแบบจุด
ก่ึงกลาง โมเมนต์ท่ีจุดรองรับทั้งสองแบบทิศทางเดียวกนัและคนละทิศทาง 3.แบบอิลาสติกคายื่น
ยึดแน่นและปลายอิสระ โดยเปรียบเทียบผลกบั [2] โดยหาผลเฉลยดว้ยวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์โดยใช้
ระบบพิกดัลากรานจเ์ทียบกบัวธีิไฟไนตเ์อเลเมนตโ์ดยใชร้ะบบพิกดัออยเลอร์ 

Chucheepsakal และ Phungpaingam [9] ไดศึ้กษาการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาท่ีมีความ
ยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้ท าการหาสมการในรูปแบบปิด เม่ือให้แรงกระท าแบบเป็นจุด แรงกระท า
นั้นเอียงและติดตามการเสียรูปของอิลาสติกคา โดยท าการเปรียบเทียบกบัแรงท่ีไม่ไดเ้อียงตามลกัษณะ
ของอิลาสติกคา โดยท่ีระยะตามแนวแกน x  ท่ี   = 0.25 0.50 และ 0.75 โดยหาผลเฉลยดว้ยวธีิอิปติค
อินทิกรัล 
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Zhang และ Yang [10] ไดศึ้กษาความสัมพนัธ์ระหวา่งแรงและการแอ่นตวัมากของอิลาสติก
คาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้โดยมีจุดรองรับดา้นหน่ึงแบบยึดแน่น และอีกดา้นหน่ึงแบบยึด
หมุน แบบเล่ือนไดอิ้สระ มีแรงท่ีกระท าเป็นแบบจุด โดยมีระยะห่างจากจุดรองรับท่ี   = 0.25 0.50 
และ 0.75 หาผลเฉลยดว้ยวธีิอิปติคอินทิกรัล 

นฤพนธ์ ศิลาภากุล [11] ได้ศึกษาวสัดุท่ีเป็นเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น โดยใช้สมการลุควิค

(Ludwick) มาใช้ 1

( ) nE    มาประยุกต์ใช้ กบัอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได้ 
โดยมีแรงกระท าแบบจุดท่ีต าแหน่งใดๆ แรงกระท าท่ีปลายอิลาสติกคาโดยมีทิศทางตามการเสียรูป 
โดยก าหนดค่า n  = 0 - 2.0 หาผลเฉลยวิธีการยิงเป้าและการอินทิเกรตโดยใชว้ิธีรุงเง-คุตตา เม่ือค่า n  
สูงกว่าจะมีการโก่งตวัสูงสุดและความยาวของส่วนโคง้มากกว่าอิลาสติกคาท่ีขนาดของ n  ต ่ากว่า
เสมอ 

Athisakul และ Chucheepsakul [12] ไดศึ้กษาการแอ่นตวัของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วน
โคง้แปรเปล่ียนได ้ ภายใตก้ารรับน ้าหนกับรรทุกตวัเองแบบแผก่ระจายตลอดความยาวส่วนโคง้ โดยท่ี
จุดรองรับทั้งสองด้านต่างระดบักนั หาค าตอบด้วยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และวิธีการยิงเป้า จากการ
วิเคราะห์ผลพบว่า การยกหรือลดระดับของจุดรองรับมีผลต่อค่าน ้ าหนักตวัเองแผ่กระจายอย่าง
สม ่าเสมอ  เม่ือยกระดบัจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน ค่าน ้าหนกัตวัเองแผก่ระจายอยา่งสม ่าเสมอ ณ 
สภาวะวิกฤติมีค่าเพิ่มข้ึน หากลดระดบัจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทานค่าน ้ าหนกัตวัเองแผ่กระจาย
อยา่งสม ่าเสมอ ณ สภาวะวกิฤติมีค่าลดลง  

Plaut และคณะ [13] ได้ท าการศึกษาอิลาสติกคาช่วงเดียวปลายยื่นท่ีมีความยาวส่วนโค้ง
แปรเปล่ียนได ้โดยให้จุดรองรับดา้นหน่ึงเป็นแบบยึดแน่น และจุดรองรับอีกดา้นหน่ึงมีแรงเสียดทาน 
โดยมีน ้ าหนกัแผก่ระจายสม ่าเสมอ โดยหาความสัมพนัธ์ของมุมท่ีจุดรองรับและแรงเสียดทาน รวมถึง
ระยะความยาวส่วนโคง้ท่ีเปล่ียนไป 

Athisakul และคณะ [14] ไดท้  าการศึกษาการแอ่นตวัของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้
แปรเปล่ียนไดโ้ดย มีน ้ าหนกัแผก่ระจายอยา่งสม ่าเสมอมากระท า ท่ีมีจุดรองรับดา้นหน่ึงเป็นแบบยึด

หมุน อีกดา้นหน่ึงเป็นแบบไร้แรงเสียดทาน โดยอาศยัสมการลุควคิ (Ludwick)  
1
nE    โดยได้

ก าหนดค่า n  = 1 2 3 และ4 สังเกตความสัมพนัธ์ ของมุมท่ีเปล่ียนไป น ้ าหนกั และการโก่งตวั หาผล
เฉลยดว้ยวธีิยงิเป้า  

Humer [15] ไดศึ้กษาการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้
โดยมีจุดรองรับดา้นหน่ึงเป็นแบบยึดแน่น และอีกดา้นหน่ึงเป็นแบบไร้แรงเสียดทาน โดยหาความยาว
ส่วนโคง้ท่ีเพิ่มข้ึน ระยะการโก่งตวั หาผลเฉลยดว้ยวธีิอิลิปติคอินทิกรัล 
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Pulngern และคณะ [16] ไดศึ้กษาอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนไดมี้ลกัษณะ
โคง้วงกลม โดยให้แรงกระท าท่ีปลายแบบติดตามการเสียรูป ท่ีมีจุดรองรับดา้นหน่ึงเป็นแบบยึดหมุน 
อีกดา้นหน่ึงเป็นแบบไร้แรงเสียดทาน หาผลเฉลยดว้ยวธีิอิลิปติคอินทิกรัลและวธีิยงิเป้า  

Phungpaingam และคณะ [17] ไดศึ้กษาการแอ่นตวัของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้
แปรเปล่ียนได ้โดยท่ีจุดรองรับดา้นหน่ึงเป็นแบบยึดหมุน และอีกดา้นหน่ึงเป็นแบบมีแรงเสียดทาน 
โดยการเพิ่มโมเมนตท่ี์จุดรองรับแบบหมุน จนเกิดการเสียรูป หาผลเฉลยดว้ยวธีิยงิเป้า 

ณฐัฏ ์พิชยัยทุธ์ และ บุญชยั ผึ้งไผง่าม [18] ไดท้  าการศึกษาการโก่งเดาะของอิลาสติคคาโดย
เสาเป็นลกัษณะท่ีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้ใส่จุดหมุนท่ีเป็นสปริงลงไปภายช่วงโดยก าหนด 
ระยะสปริง ท่ี 0.25 0.50 0.75 และค่าสติฟเนสของสปริง โดยน าผลลัพธ์จากทางทฤษฎีน าไป
เปรียบเทียบกบัผลทดสอบตวัอยา่งกรณีวสัดุเป็นเชิงเส้นโดยใชว้สัดุแผ่นโพลีคาร์บอเนต หาผลเฉลย
ดว้ยวิธียิงเป้า ปรากฏว่าเสานั้นไดเ้กิดการโก่งเดาะถึง 2 คร้ัง ผลท่ีไดจ้ากการค านวณและผลจากการ
ทดสอบมีความสอดคลอ้งกนัเป็นอยา่งดี 

Phungpaingam และ Chucheepsakul [19] ไดท้  าการศึกษาพฤติกรรมหลงัการโก่งเดาะ โดย
มีอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้ยึดดว้ยสปริงภายในอิลาสติกคา โดยมีปลายด้าน
หน่ึงแบบยดึหมุน และอีกดา้นหน่ึงแบบไร้แรงเสียดทาน โดยมีแรงกระท าท่ีปลายดา้นไร้แรงเสียดทาน 
หาผลเฉลยดว้ยวิธีลิปติคอินทิกรัลและวิธียงิเป้า โดยก าหนดจุดท่ีมีสปริง ห่างจากจุดรองรับแบบหมุน
เป็นระยะ L = 0.25 0.50 และ 0.75 และมีค่าสปริง   = 0 1 5 10 100 และ 1,000 โดยรวมผลกระทบ
ของ Configurational force 

2.3.3  การศึกษาผลของการสั่นท่ีมีต่อโครงสร้างอิลาสติกคา 
Pulngern และคณะ [20] ไดศึ้กษาและทดลอง เปรียบเทียบ การแอ่นตวัมากของอิลาสติกคา

ท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้โดยมีจุดรองรับดา้นหน่ึงแบบยดึหมุน และจุดรองรับอีกดา้นหน่ึง
ยกข้ึนต่างระดบัและมีแรงเสียดทาน โดยใส่การสั่นสะเทือนและวิเคราะห์รูปร่างท่ีเปล่ียนไป หาผล
เฉลยโดยวธีิวธีิไฟไนตเ์อเลเมนต ์

2.3.4  และการศึกษาผลกระทบของของไหลภายในท่อ 
Chucheepsakul และ Monprapussorn [21] ไดศึ้กษาการขนส่งของไหลในท่อโดยจ าลองเป็น

ลกัษณะอิลาสติกคาช่วงเดียวท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเล่ียนได ้โดยท่ีจุดรองรับดา้นหน่ึงเป็นแบบ
สปริงและจุดรองรับอีกดา้นหน่ึงมีแรงเสียดทาน หาผลเฉลยดว้ยวธีิยงิเป้าและวธีิไฟไนตเ์อเลเมนต์ 
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Athisakul และคณะ [22] ไดท้  าการศึกษาการขนส่งของไหลในท่อ โดยไดจ้  าลองเป็นอิลา
สติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้โดยมีน ้าหนกัแบบแผก่ระจายสม ่าเสมอ และมีโมเมนต์ใน
ทิศทางเดียวกนั ทั้งสองปลาย โดยมีจุดรองรับดา้นหน่ึงแบบยึดหมุน และอีกดา้นหน่ึงแบบไร้แรงเสียด
ทาน ท าการหาผลเฉลยดว้ยวธีิไฟไนตเ์อเลเมนต ์

 
งานวิจยัท่ีผ่านนั้นมีวีธีการหาผลเฉลย 3 วิธีหลกั คือ ระเบียบวิธีอีลิปติคอินทิกรัล (Elliptic 

integral method) ระเบียบวิธียิงเป้า (Shooting method) และระเบียบวิธีไฟไนต์เอเลเมนต์ (Finite 
element method) โดยมีการเปล่ียนแปลงจุดรองรับ การเพิ่มความฝืดให้แก่จุดรองรับท่ีมีการเล่ือนไหล 
แรงท่ีมากระท ากบัอิลาสติกคา แบบจุด แบบมีโมเมนตด์ดัท่ีจุดรองรับ และแบบน ้ าหนกับรรทุกตวัเอง 
มีระบบสมการท่ีแตกต่างกนัออกไป ในงานวิจยัท่ีผ่านมานั้นไม่ไดน้ าส่วนปลายยื่นมาพิจารณาด้วย 
โดยพิจารณาเฉพาะช่วงจุดรองรับถึงจุดรองรับท่ีมีระยะคงท่ี ในงานวิจยัคร้ังน้ีจึงน าส่วนยื่นท่ีปลายมา
พิจารณาผลกระทบท่ีเกิดข้ึน กบัอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได้ โดยมีลกัษณะจุด
รองรับดา้นหน่ึงเป็นสปริงหมุน และอีกดา้นหน่ึงเป็นจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน โดยมีระยะปลาย
ยืน่เป็นสัดส่วนกบัช่วงความยาวระหวา่งจุดรองรับถึงจุดรองรับ  
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วธีิด าเนินการวจิยั 
 
ปัญหาแบบอิลาสติกคา (Elastica) หรือการแอ่นตวัมากปัจจุบนัการแก้ปัญหาเหล่าน้ีนิยม

กระท าใน 3 วิธีหลัก คือ ระเบียบวิธีอีลิปติคอินทิกรัล (Elliptic integral method) ระเบียบวิธียิงเป้า 
(Shooting method) และระเบียบวธีิไฟไนตเ์อเลเมนต ์(Finite element method) โดยวธีิการอิลิปติกอินทิกลั 
ให้ค  าตอบในรูปแบบปิด จะให้ผลลพัธ์แบบแม่นตรง ท่ีมีปัญหาไม่ซบัซ้อนมาก ในส่วนของวิธียิงเป้า
และวิธีไฟไนตเ์อเลเมนต ์ให้ค  าตอบในเชิงตวัเลข ไม่สามารถให้ค  าตอบท่ีเป็นรูปแบบปิดได ้ขอ้ดีของ
วิธีเชิงวิเคราะห์คือ ค าตอบรูปแบบปิดจะแสดงถึงพฤติกรรมการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาและให้
ผลลพัธ์แบบแม่นตรง ส่วนวิธีเชิงตวัเลขสามารถใช้วิเคราะห์การแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาได้ใน
สภาพการรับน ้าหนกับรรทุกท่ีหลากหลาย อาทิเช่น น ้าหนกับรรทุกแบบแผก่ระจาย นั้นไม่สามารถหา
ค าตอบในรูปแบบปิดได ้ จึงจ าเป็นตอ้งใชว้ิธีการเชิงตวัเลขในการแกไ้ขปัญหา ดงันั้นในงานวิจยัน้ีใช้
กระบวนการวิธียิงเป้า (Shooting method) เพื่อหาค าตอบเน่ืองจากเป็นสมการแบบไม่เป็นเชิงเส้น 
(Non-linear) มีน ้ าหนักบรรทุกแบบแผ่กระจาย ในการหาค าตอบของสมการครอบคลุมปัญหา 
รายละเอียดของกระบวนการหาค าตอบ และเง่ือนไขขอบเขตแต่ละปัญหา รายละเอียดการวิเคราะห์
โดยวธีิน้ีจะกล่าวต่อไป 

3.1  สมมติฐานในการวเิคราะห์ 

สมมติฐานท่ีใชใ้นการวิเคราะห์ปัญหาการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาช่วงเดียวปลายยื่นท่ี
ถูกกระท าโดยน ้าหนกับรรทุกตวัเองมีดงัน้ี 

3.1.1 วสัดุมีลักษณะเป็นเน้ือเดียวกันตลอดความยาวอิลาสติกคา และมีคุณสมบติัทาง 
กายภาพเหมือนกนัในทุกทิศทาง 

3.1.2 หนา้ตดัของอิลาสติกคาเป็นระนาบคงท่ีทั้งก่อนและหลงัรับแรงกระท า 
3.1.3 การแอ่นตวัมีมาก แต่ความเครียดท่ีเกิดข้ึนมีค่านอ้ย 
3.1.4 ไม่ค  านึงถึงผลของแรงบิด 
3.1.5 ไม่ค  านึงถึงผลของการเสียรูปอนัเน่ืองมาจากแรงเฉือน 
3.1.6 คุณสมบติัของอิลาสติกคาเป็นไปตามกฎของฮุค (Hooke’s law) 
3.1.7 ระยะระหวา่งจุดรองรับถึงจุดรองรับคงท่ี 
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3.2  สมการครอบคลมุปัญหา 

สมการครอบคลุมปัญหา (Governing equations) ของการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาช่วง
เดียวปลายยื่นท่ีมีความยาวส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้ เม่ือรับแรงกระท าแสดงในรูปท่ี 3.1 มีค่าความ
แข็งแรงของวสัดุต่อการดดั (Flexural rigidity) เท่ากบั EI  ปลายดา้น A  มีจุดรองรับแบบสปริงหมุน 
ในขณะท่ีปลายดา้น B  มีจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน (Frictionless support) โดยท่ีจุดรองรับทั้ง
สองห่างกนัเป็นระยะ L  ส่วนบริเวณปลายยื่นห่างจากจุดรองรับเป็นระยะ L  โดยเป็นสัดส่วนกบั
ความยาวช่วงจุดรองรับถึงจุดรองรับ จะไดค้วามยาวของอิลาสติกคา L L  อิลาสติกคามีน ้ าหนกั
บรรทุกตวัเองกระจายสม ่าเสมอ (w ) และเม่ืออิลาสติกคารับแรงจะเกิดการแอ่นตวัท่ีมีความยาวส่วน
โคง้ทั้งหมดเป็น L L  แสดงในรูปท่ี 3.2 การสร้างสมการครอบคลุมปัญหาจะพิจารณาจากช้ิน
ส่วนยอ่ยของอิลาสติกคาช่ึงมีความยาวส่วนโคง้ ds  และอยูใ่นสภาวะสมดุลของแรงต่างๆ ดงัแสดงใน
รูปท่ี 3.3 
 

 
 

รูปที ่3.1  แบบจ าลองอิลาสติกคาช่วงเดียวปลายยืน่ภายใตน้ ้าหนกับรรทุกสม ่าเสมอก่อนเสียรูป 
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A Bw

Undeformed configuration

rotational spring support Frictionless roller

L = st β L 
L + β L 

Spring

Static equilibrium configuration

st (unknown)

x

y

θBθA

 

รูปที ่3.2  แบบจ าลองอิลาสติกคาช่วงเดียวปลายยืน่ภายใตน้ ้าหนกับรรทุกสม ่าเสมอเม่ือเกิดการเสียรูป 

เม่ืออิลาสติกคารับน ้าหนกัก็จะเกิดการโก่งตวัท่ีเรียกวา่เส้นโคง้อิลาสติก (Elastic curve) เม่ือ
พิจารณาสมดุลในแนวเส้นสัมผสัเส้นโคง้อิลาสติกผ่านแนวแกนสะเทินของอิลาสติกคา (Tangential 
direction) และในแนวตั้งฉากกบัเส้นสัมผสั (Normal direction) จะไดร้ะบบสมการเชิงอนุพนัธ์ท่ีเป็น
สมการสมดุลแรงของช้ินส่วนยอ่ยของอิลาสติกคาดงัภาพท่ี 3.3  

 


d

t

Q dQ

M dM

N dN

Q

M

N

2

d

2

d

2

d
 

y

x

d
s

n

wds
 

รูปที ่3.3  สมดุลแรงท่ีกระท าต่อช้ินส่วนยอ่ยของอิลาสติกคา 
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เม่ือ 
   =  มุมลาดท่ีจุดใดๆบนเส้นโคง้อิลาสติก (Elastic Curve) 
d   =  ค่าการเปล่ียนแปลงของมุมลาด ของช้ินส่วนความยาว 
M   =  โมเมนตท่ี์เกิดข้ึนท่ีหนา้ตดั 
Q   =  แรงเฉือน 
N   =  แรงตามแนวแกน 
w   =  น ้าหนกับรรทุกแบบสม ่าเสมอ 
ds   =  ความยาวส่วนโคง้ (วดัตามแกนสะเทิน) 

 
สมการสมดุลในระบบพิกดัเฉพาะท่ี (Local coordinate system) (ภาคผนวก ง) 

ผลรวมของแรงในแนวแกนสะเทินของช้ินส่วนยอ่ยของอิลาสติกคา  0
t

F   เป็นดงัน้ี 

sin
dN d

Q w
ds ds


               (3.1) 

ผลรวมของแรงในแนวตั้งฉากกบัแกนสะเทินของช้ินส่วนยอ่ยของอิลาสติกคา  0
n

F   เป็นดงัน้ี 

cos
dQ d

N w
ds ds


               (3.2) 

ผลรวมของโมเมนตข์องช้ินส่วนยอ่ยของอิลาสติกคา  0M   เป็นดงัน้ี 
dM

Q
ds

               (3.3) 

 
จากรูปท่ี 3.3 พฤติกรรมการดดัของช้ินส่วนย่อยของอิลาสติกคา สามารถแสดงความสัมพนัธ์ระหว่าง
โมเมนตด์ดักบัความยาวส่วนโคง้ (Moment curvature) ของช้ินส่วนยอ่ยอิลาสติกคาไดด้งัน้ี 
1 d M

R ds EI


                (3.4) 

และจากความสัมพนัธ์ทางเรขาคณิต (Geometric relations) จะได ้
 

ds

dx

dy



 

รูปที ่3.4  แสดงความสัมพนัธ์ทางเรขาคณิต 
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cos
dx

ds
               (3.5) 

sin
dy

ds
               (3.6) 

 
จะไดส้มการท่ีคลอบคลุมปัญหาทั้งหมดรวมหมด 6 สมการ ประกอบดว้ย สมการสมดุลใน

ระบบพิกดัเฉพาะท่ี (รูปท่ี 3.3) จ านวน 3สมการไดแ้ก่สมการท่ี (3.1) (3.2) และ (3.3) ความสัมพนัธ์ของ
โมเมนต์ดัดกับค่าความโค้ง (Moment curvature) สมการท่ี(3.4) และความสัมพนัธ์ทางเรขาคณิต 
(Geometric relations) ดังแสดงในรูปท่ี 3.5 จ านวน 2 สมการได้แก่สมการท่ี (3.5) และ (3.6) รวม
ทั้งหมด 6 สมการ เพื่อความสะดวกในการค านวณ ดงันั้นจึงไดจ้ดัสมการเชิงอนุพนัธ์เหล่าน้ีให้อยู่ใน
รูปของตวัแปรไร้มิติ ดงัน้ี 

sin
d y

d s
                            (3.7) 

cos
d x

d s
                            (3.8) 

d
M

ds


                            (3.9) 

dM
Q

ds
                          (3.10) 

cos
dQ d

N w
ds ds


                          (3.11) 

sin
d N d

Q w
ds ds


                          (3.12) 

โดยท่ี 

,t
t

s
s

L
  ,

s
s

L
  ,

x
x

L
  y

y
L

                 (3.13 a-d) 

 
3

  ,
wL

w
EI

  ,
ML

M
EI

  
2

  ,
NL

N
EI

  
2

 
QL

Q
EI

                (3.14 a-d) 
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3.3  เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 

ในกระบวนการหาผลเฉลยของระเบียบวธีิยงิเป้านั้น จะตอ้งทราบค่าเง่ือนไขขอบเขตเร่ิมตน้ 
2 จุด ก่อน คือ จุดรองรับดา้นซ้าย ( A )และจุดรองรับดา้นขวา ( B ) จึงสามารถหาค าตอบของสมการ
ครอบคลุมปัญหาได ้อิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้เกิดการแอ่นตวัมาก จุดรองรับ
ทางดา้นซ้าย ( A )และจุดรองรับทางดา้นขวา ( B ) โดยแต่ละประเภทนั้นก็มีเง่ือนไขขอบเขต แตกต่าง
กนัออกไป ตามปัญหาท่ีเกิดข้ึน  

B

B- B+ C

BA

A

C

cx
cy

 
 

รูปที ่3.5  แสดงจุดต่างๆในการก าหนดเง่ือนไขขอบเขต 

 
ท่ีจุด A  มีเง่ือนไขดงัน้ี ( s = 0) 

0, 0, , , ,A AAA A
x y M k Q Q N N                     (3.15 a-f) 

ท่ีจุด B  มีเง่ือนไขดงัน้ี  ( ts s ) 
( )

1, 0, , , , BBB B
x y M M Q Q N N 


                    (3.16 a-f) 

ท่ีจุด B  มีเง่ือนไขดงัน้ี  ( ts s  ) 
( )

1, 0, , , , BBB B B
x y M M Q Q R N N 


                    (3.17 a-f) 

ท่ีจุด C  มีเง่ือนไขดงัน้ี  ( 1s    ) 
, , 0, , 0, 0

C C C
x x y y M Q N                     (3.18 a-f) 
โดยท่ี 

BR  คือแรงปฏิกิริยาท่ีจุด B   
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3.4  ขั้นตอนการหาค าตอบ 

ขั้นตอนการวเิคราะห์ปัญหาดว้ยโปรแกรม MATLAB 
3.3.1 ท าการป้อนค่าความยาวส่วนโคง้ ( ts ) ค่าสติฟเนสของสปริง ( k ) และค่าสัดส่วนท่ี

สัมพนัธ์กบัความยาวช่วง(  ) 
3.3.2 ท าการประมาณค่าเร่ิมตน้ใหแ้ก่ค่า  , w , BR , AN  และ AQ   
3.3.3 หาค าตอบดว้ยสมการครอบคลุมปัญหา(3.7) (3.8) (3.9) (3.10) (3.11) และ (3.12) โดย

การอินทิเกรตเชิงตวัเลขดว้ยระเบียบวธีิ รุงเง-คุตตา โดยมีเง่ือนไขขอบเขตท่ีปลายดงัสมการท่ี (3.19) 


, , , ,w

( ) 1 ( ) (1 ) (1 ) (1 )
B A AR N Q

t tMin x s y s N Q M


                (3.19) 

3.3.4 ปรับแก้ค่าท่ีได้ท าการประมาณไวใ้นขั้นตอนท่ี 3.3.2โดยกระบวนการท าซ ้ า ด้วย
ระเบียบวิธี นิวตนั-ราฟสัน (ในโปรแกรม MATLAB ใช้ค  าสั่ง “fsolve”) จนกว่าจะมีค่าความคลาด
เคล่ือนท่ีนอ้ยกวา่ 1010   ถือวา่เป็นค่าความคลาดเคล่ือนท่ียอมรับได ้
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        ก าหนดค่า

START

ประมาณค่าเร่ิมต้น 5 ค่า

โปรแกรมเร่ิมท าการค  านวณโดยใช้สมการเชิงอนุพนัธ์อนัดบัที่ 1 ร่วมกบั ความสัมพนัธ์
ทางเรขาคณิตและความสัมพนัธ์ของโมเมนตก์ับความโคง้ พร้อมกับเง่ือนไขขอบเขตท่ีได้
ก าหนดไว ้

จุด A
จุด B¯ 
จุด B+ 
จุด C

ตรวจสอบเงื่อน
ไขสมการที่ 3.19

END

ปรับแก้ค่าท่ีประมาณค่า
เร่ิมต้น 5 ค่า

กระบวนการท  าซ ้าใหม่

NO YES

, k,ts 

, ,  ,  , A A BN Q R w

dy
sin

ds


 
d M

Q
ds

dx
cos

ds


 
d

M
ds




0, 0, , , ,x y M k Q Q N NA AAA A
        0s 

 s st
( )

1, 0, , , ,x y M M Q Q N N BBB B
 


     

, ,  ,  , A A BN Q R w

 s st
( )

1, 0, , , ,x y M M Q Q R N N BBB B B
 


      

 1s  

sin
d N d

Q w
ds ds


  

cos
dQ d

N w
ds ds


 

, , 0, , 0, 0
C C C

x x y y M Q N      

1010 

 

รูปที ่3.6  กระบวนการค านวณโดยวธีิยงิเป้า 
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ผลการศึกษา 

 
การศึกษาการวจิยัคร้ังน้ีเพื่อศึกษาพฤติกรรมหลงัการแอ่นตวัของอิลาสติกคาและเสถียรภาพ

ของอิลาสติกคาช่วงเดียวปลายยืน่ท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้โดยมีปลายดา้นหน่ึงวางอยูบ่น
จุดรองรับแบบสปริงหมุน และปลายอีกด้านหน่ึงวางอยู่บนจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน วสัดุมี
ความยดืหยุน่และมีความสัมพนัธ์แบบเชิงเส้น ภายใตน้ ้าหนกับรรทุกตวัเองกระจายอยา่งสม ่าเสมอ ใน
การหาค าตอบเชิงตวัเลขนั้นจะใชร้ะเบียบวิธียิงเป้า การหาผลเฉลย แบ่งเป็นการหาค าตอบระยะปลาย
ยืน่ (  ) ท่ี 0.25 0.50 และ 0.75 และแปรผนัค่าสติฟเนสของสปริงหมุน ( k ) ท่ี 0 (แบบหมุน) 5 10 100 
1,000 และ อนนัต์ (แบบยึดแน่น) แสดงให้เห็นพฤติกรรมการแอ่นตวัของอิลาสติกคา โดยจะน าเสนอ
ในรูปของความสัมพนัธ์ ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุกและการแอ่นตวัมากของอิลาสติกคาในรูปของความ
ยาวส่วนโคง้ ( ts ) นอกจากน้ี จะกล่าวถึงการศึกษาผลกระทบของการแปรผนัค่า   และค่าสติฟเนส 
ของสปริง ดงัน้ี  

4.1  ผลจากการค านวณค่า   = 0.25  

เร่ิมตน้การค านวณหาผลเฉลยและวเิคราะห์รูปร่างของอิลาสติกคา โดยก าหนดค่า   = 0.25 
แปรผนัค่า k  = 0 5 10 100 1,000 และอนนัต์ ก าหนดค่าความยาวส่วนโคง้ ts  เป็นค่าหลกัท่ีก าหนด
โดยเร่ิมจากค่าท่ี 1.01 – 1.2499(ค่าใกลเ้คียง 1.25) เน่ืองจากท่ีความยาวส่วนโคง้ ts  = 1.25 เป็นจุดท่ี 
อิลาสติกคานั้นหลุดจากจุดรองรับ ซ่ึงในการค านวณไดแ้บ่งช่วงของการอินทิเกรต สองช่วงคือ ช่วง
ระหวา่งจุดรองรับและช่วงท่ีมีปลายยื่น หากก าหนดให้ความยาวส่วนโคง้ภายในช่วงของจุดรองรับ มี
ค่ามากกวา่ 1   จะท าให้ความยาวในการค านวณ ในส่วนของปลายยื่นติดลบ ซ่ึงจะไม่สามารถท า
การค านวณต่อไปได ้ส่วนท่ีเหลืออีก 5 ค่า ท าการป้อนค่าท่ีใกลเ้คียง ไดแ้ก่ มุมลาดท่ีจุดรองรับ A  ( A ) 
น ้ าหนักแบบบรรทุกตวัเองแผ่กระจายสม ่าเสมอ ( w ) แรงปฏิกิริยาท่ีจุดรองรับ B  ( BR ) แรงตาม
แนวแกน ( AN ) และแรงเฉือน ( AQ ) โดยตรวจสอบค่าความคลาดเคล่ือน(สมการท่ี 3.19) ท่ีนอ้ยกว่า 

1010   ถือวา่เป็นค่าความคลาดเคล่ือนท่ียอมรับได ้
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ตารางที ่4.1  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.25, k  = 0 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.20757 5.133468 4.036279 -0.21329 2.54637 
1.07 -0.52455 7.897066 6.568442 -0.67885 5.148449 
1.10 -0.61641 7.660351 6.588664 -0.64817 5.539197 
1.15 -0.73721 6.99799 6.380589 -0.46712 5.825936 
1.20 -0.83409 6.308774 6.102567 -0.23336 5.883976 
1.24 -0.90033 5.797632 5.878244 -0.04542 5.842013 

1.249 -0.91551 5.677936 5.823866 -0.00045 5.82352 
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รูปที ่4.1  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.25 และ k  = 0 
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รูปที ่4.2  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.25 และ k  = 0 

จากรูปท่ี 4.1 แสดงความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  
โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 0 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโค้ง ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถ
รับไดสู้งสุด ในกรณีน้ี ts  = 1.07 และ criw  = 7.897 หลงัจากจุดท่ีรับน ้าหนกัไดสู้งสุด น ้าหนกับรรทุก 
w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวัเพิ่มข้ึน ความยาวส่วนโคง้ ts  มีค่าเพิ่มข้ึน หรือกล่าวไดว้า่เป็นสมดุล
แบบไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึงจุดความยาวส่วนโคง้ท่ี ts  = 1.25 นั้นท าให้อิลาสติกคาเร่ิมหลุดออก
จากท่ีรองรับ เป็นจุดท่ีส้ินสุดการค านวณ 

จากรูปท่ี 4.2 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.1 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 5 จุด ไดแ้ก่ จุด A ท่ีจุด ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตวั), ท่ีจุด B ts  = 1.01, ท่ีจุด C ts  = 1.07(จุดวกิฤติ), ท่ีจุด D ts  = 1.15 และ ท่ีจุด E ts  = 1.24 (จุดท่ีอิ
ลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ) รูปร่างท่ีแสดงเม่ือมีค่าสติฟเนสของสปริงเพิ่มข้ึนจุดรองรับแบบ
สปริงหมุนท าใหเ้กิดความตา้นทานมากข้ึน  
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ตารางที ่4.2  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.25, k  = 5 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.01 -0.12666 8.446363 6.01511 -0.56298 4.765123 
1.07 -0.29897 12.87067 9.359976 -2.32439 9.232762 
1.10 -0.34241 12.53024 9.290091 -2.62945 9.846529 
1.15 -0.39494 11.59802 8.92257 -2.80084 10.3143 
1.20 -0.43308 10.64614 8.516984 -2.77622 10.45677 
1.24 -0.45692 9.945442 8.210173 -2.69485 10.44859 
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รูปที ่4.3  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.25 และ k  = 5 
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รูปที ่4.4  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.25 และ k  = 5 
 

จากรูปท่ี 4.3 แสดงความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  
โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 5 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโค้ง ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถ
รับได้สูงสุด ในกรณีน้ี ts  = 1.07 และ criw  = 12.870 หลังจากจุดท่ีรับน ้ าหนักได้สูงสุด น ้ าหนัก
บรรทุก w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวัเพิ่มข้ึน ความยาวส่วนโคง้ ts  มีค่าเพิ่มข้ึน หรือกล่าวไดว้่า
เป็นสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึงจุดความยาวส่วนโคง้ท่ี ts  = 1.25 นั้นท าใหอิ้ลาสติกคาเร่ิม
หลุดออกจากท่ีรองรับ เป็นจุดท่ีส้ินสุดการค านวณ 
 จากรูปท่ี 4.4 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.3 ไดเ้ลือก
มาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 5 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่นตวั), ท่ี
จุด  B ts  = 1.01, ท่ี จุด C ts  = 1.07 ( จุดวิกฤติ ) , ท่ี จุด D ts  = 1.15 และ ท่ี จุด E ts  = 1.24 ( จุด ท่ี 
อิลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ) รูปร่างท่ีแสดงเม่ือมีค่าสติฟเนสของสปริงเพิ่มข้ึนจุดรองรับแบบ
สปริงหมุนจะเกิดความตา้นทานมากข้ึน  
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ตารางที ่4.3  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,A A ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.25, k  = 10 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.01 -0.09026 9.811022 6.823304 -0.83056 5.670954 
1.06 -0.19476 14.69823 10.34564 -3.27228 10.25303 
1.10 -0.23355 14.2063 10.24541 -4.08072 11.12074 
1.15 -0.26558 13.07683 9.789896 -4.50943 11.4826 
1.20 -0.28798 11.959 9.32037 -4.64204 11.52627 
1.24 -0.30151 11.1447 8.973347 -4.64264 11.44764 
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รูปที ่4.5  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.25 และ k  = 10 
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รูปที ่4.6  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.25 และ k  = 10 

จากรูปท่ี 4.5 แสดงความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  
โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 10 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโค้ง ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถ
รับได้สูงสุด ในกรณีน้ี ts  = 1.06 และ criw  = 14.698 หลังจากจุดท่ีรับน ้ าหนักได้สูงสุด น ้ าหนัก
บรรทุก w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวัเพิ่มข้ึน ความยาวส่วนโคง้ ts  มีค่าเพิ่มข้ึน หรือกล่าวไดว้่า
เป็นสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึงจุดความยาวส่วนโคง้ท่ี ts  = 1.25 นั้นท าใหอิ้ลาสติกคาเร่ิม
หลุดออกจากท่ีรองรับ ถือวา่เป็นจุดท่ีส้ินสุดการค านวณ 

จากรูปท่ี 4.6 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.5 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 5 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตวั), ท่ีจุด B ts  = 1.01, ท่ีจุด C ts  = 1.06 (จุดวิกฤติ), ท่ีจุด D ts  = 1.15 และ ท่ีจุด E ts  = 1.24 (จุดท่ี 
อิลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ) รูปร่างท่ีแสดงเม่ือมีค่าสติฟเนสของสปริงเพิ่มข้ึนจุดรองรับแบบ
สปริงหมุนจะเกิดความตา้นทานมากข้ึน  
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ตารางที ่4.4  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.25, k  = 100 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.01 -0.01435 12.44354 8.367664 -1.5632 7.378072 
1.06 -0.02911 17.93644 12.18279 -5.96659 12.18334 
1.10 -0.03388 17.04501 11.88049 -7.41502 12.63723 
1.15 -0.03753 15.48422 11.23945 -8.24219 12.56733 
1.20 -0.03992 14.02938 10.64138 -8.56406 12.28646 
1.24 -0.04127 12.99339 10.21496 -8.6315 12.00582 
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รูปที ่4.7  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.25 และ k  = 100 
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รูปที ่4.8  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.25 และ k  = 100 

 
จากรูปท่ี 4.7 แสดงความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  

โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 100 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโคง้ ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถ
รับไดสู้งสุด ในกรณีน้ี ts  = 1.06 และ criw  = 17.936 หลงัจากจุดท่ีรับน ้าหนกัไดสู้งสุด น ้าหนกับรรทุก 
w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวัเพิ่มข้ึน ความยาวส่วนโคง้ ts  มีค่าเพิ่มข้ึน หรือกล่าวไดว้า่เป็นสมดุล
แบบไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึงจุดความยาวส่วนโคง้ท่ี ts  = 1.25 นั้นท าให้อิลาสติกคาเร่ิมหลุดออก
จากท่ีรองรับ ถือวา่เป็นจุดท่ีส้ินสุดการค านวณ 

จากรูปท่ี 4.8 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.7 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 5 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตวั), ท่ีจุด B ts  = 1.01, ท่ีจุด C ts  = 1.06 (จุดวิกฤติ), ท่ีจุด D ts  = 1.15 และ ท่ีจุด E ts  = 1.24 (จุดท่ี 
อิลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ) รูปร่างท่ีแสดงเม่ือมีค่าสติฟเนสของสปริงเพิ่มข้ึนจุดรองรับแบบ
สปริงหมุนจะเกิดความตา้นทานมากข้ึน 
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ตารางที่  4.5  ความสัมพันธ์ระหว่าง  , , , , ,A Bt A As w R N Q  โดยพิจารณา ค่าคง ท่ี   = 0.25,  
k  = 1,000 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.01 -0.00152 12.86228 8.611168 -1.70677 7.642492 
1.05 -0.00288 18.42607 12.40038 -5.84293 12.13068 
1.10 -0.00354 17.45814 12.11848 -7.97774 12.7685 
1.15 -0.0039 15.82577 11.44656 -8.84633 12.61309 
1.20 -0.00414 14.3174 10.82768 -9.17934 12.27406 
1.24 -0.00427 13.2471 10.38856 -9.24455 11.96007 
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รูปที่ 4.9  ความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนักบรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.25 และ k  = 1,000, 
k  = อนนัต ์
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รูปที ่4.10  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.25 และ k  = 1,000 

 
จากรูปท่ี 4.9 แสดงความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  

โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 1,000 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโคง้ ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถ
รับได้สู ง สุด  ในกรณี น้ี ts  = 1.05, criw  = 18.426 และ  k  = อนันต์  (Fixed support) ts  = 1.05,  

criw  =18.484 หลังจากจุดท่ีรับน ้ าหนักได้สูงสุด น ้ าหนักบรรทุก w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวั
เพิ่มข้ึน ความยาวส่วนโคง้ ts  มีค่าเพิ่มข้ึน หรือกล่าวไดว้า่เป็นสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึง
จุดความยาวส่วนโค้งท่ี ts  = 1.25 นั้นท าให้อิลาสติกคาเร่ิมหลุดออกจากท่ีรองรับ ถือว่าเป็นจุดท่ี
ส้ินสุดการค านวณ 

จากรูปท่ี 4.10 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.9 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 5 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตวั), ท่ีจุด B ts  = 1.01, ท่ีจุด C ts  = 1.05 (จุดวิกฤติ), ท่ีจุด D ts  = 1.15 และ ท่ีจุด E ts  = 1.24 (จุดท่ี 
อิลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ) รูปร่างท่ีแสดงเม่ือมีค่าสติฟเนสของสปริง เพิ่มข้ึน จุดรองรับแบบ
สปริงหมุน จะเกิดความตา้นทานมากข้ึน 
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รูปที ่4.11  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.25 

ผลการศึกษากรณีท่ีค่า   = 0.25 และท าการแปรผนัค่า k  ตั้งแต่ค่า 0 5 10 100 1,000และ 
อนนัต ์จากรูปท่ี 4.11 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  จาก
กราฟเห็นไดว้า่ เม่ือความยาวส่วนโคง้ ts  เพิ่มข้ึน น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มเช่นกนั (สมดุลแบบมี
เสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถรับไดสู้งสุด กรณี ท่ี k  = 0, ts   = 1.07, criw  = 7.897, 
กรณี k  = 5, ts  = 1.07, criw  = 12.870, กรณี k  = 10, ts  = 1.0, criw  = 14.698, กรณี k  = 100, ts  = 
1.06, criw  = 17.936, กรณี  k  = 1,000, ts  = 1.05, criw  = 18.426 และ k  = อนันต์  (Fixed support)  

ts  = 1.05, criw  = 18.484 จากผลดงักล่าวแสดงใหเ้ห็นวา่เม่ือค่า สติฟเนสของสปริงมีค่าเพิ่มข้ึน ส่งผล
ให้อิลาสติกคามีสติฟเนสเพิ่มข้ึน น ้ าหนกับรรทุกวิกฤติเพิ่มข้ึนเช่นกนั หลงัจากจุดท่ีไดรั้บหนกัสูงสุด 
น ้าหนกับรรทุก w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวัเพิ่มข้ึน ความยาวส่วนโคง้เพิ่มข้ึน หรืออาจกล่าวไดว้า่
เป็นสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึงความยาวส่วนโคง้ท่ี ts  = 1.25 ท าให้อิลาสติกคาหลุดออก
จากจุดรองรับ เป็นจุดท่ีส้ินสุดการค านวณ  
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ส่วนรูปร่างสมดุล ในกรณีท่ี k  = 0 (จุดรองรับแบบหมุน) แสดงในรูปท่ี 4.2 และเม่ือแปร
ผนัค่า k  ไปท่ี 5 10 100 1,000และ อนันต์ ท าให้จุดหมุนนั้นเปล่ียนแปลงพฤติกรรม จากจุดรองรับ
แบบหมุนได้อย่างอิสระไปจนกระทัง่เป็นจุดรองรับแบบยึดแน่น (Fixed support) (ผลการค านวณ 
Fixed support ภาคผนวก ค) กล่าวคือมีสติฟเนสของสปริง เขา้มาเก่ียวขอ้ง ท าใหจุ้ดรองรับ A  มีความ
ตา้นทานในการรับแรงดดัเพิ่มมากข้ึน เม่ือใหค้วามยาวส่วนโคง้เพิ่มข้ึน น ้าหนกับรรทุกมากข้ึนตามไป
ดว้ย รูปร่างของอิลาสติกคาเปล่ียนไปตามค่าสติฟเนสของสปริง ดงัแสดงในรูปท่ี 4.4 4.6 4.8 และ 4.10  
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4.2  ผลจากการค านวณค่า   = 0.50  
เร่ิมตน้การค านวณหาผลเฉลยและวเิคราะห์รูปร่างของอิลาสติกคา โดยก าหนดค่า   = 0.50 

แปรผนัค่า k  = 0 5 10 100 1,000 และอนนัต์ ก าหนดค่าความยาวส่วนโคง้ ts  เป็นค่าหลกัท่ีก าหนด
โดยเร่ิมจากค่าท่ี 1.01 – 1.4999(ค่าใกลเ้คียง 1.50) เน่ืองจากท่ีความยาวส่วนโคง้ ts  = 1.50 เป็นจุดท่ีอิ
ลาสติกคานั้นหลุดจากจุดรองรับ หากท าการค านวณความยาวส่วนโคง้ ts  ท่ีมากกว่า1   จะไม่
สามารถค านวณไดด้ว้ยสาเหตุเดียวกนักบัในกรณีท่ี   = 0.25 ส่วนท่ีเหลืออีก 5 ค่า ท าการป้อนค่าท่ี
ใกลเ้คียง ไดแ้ก่ มุมลาดท่ีจุดรองรับ A  ( A ) น ้าหนกัแบบบรรทุกตวัเองแผก่ระจายสม ่าเสมอ (w ) แรง
ปฏิกิริยาท่ีจุดรองรับ B  ( BR ) แรงตามแนวแกน ( AN ) และแรงเฉือน ( AQ )โดยตรวจสอบค่าความ
คลาดเคล่ือน(สมการท่ี 3.19)ท่ีนอ้ยกวา่ 1010   นั้นเป็นค่าความคลาดเคล่ือนท่ียอมรับได ้

ตารางที ่4.6  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.50, k  =0 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.01 -0.23765 10.36026 11.53752 0.615858 3.974517 
1.03 -0.39525 12.92558 14.26609 0.14538 5.648532 
1.05 -0.48862 11.6062 12.91138 -0.74015 6.029925 
1.10 -0.64147 8.373231 9.813784 -1.48151 6.143364 
1.15 -0.75286 6.606788 8.258007 -1.40518 6.107114 
1.20 -0.84382 5.476305 7.324453 -1.16601 6.009576 
1.25 -0.92137 4.659272 6.677885 -0.90671 5.868332 
1.30 -0.98911 4.025044 6.187091 -0.66605 5.698101 
1.35 -1.04925 3.510258 5.791019 -0.4548 5.510226 
1.40 -1.10325 3.079758 5.457563 -0.2746 5.312953 
1.45 -1.15217 2.711987 5.168285 -0.12386 5.112134 
1.49 -1.18819 2.453191 4.960915 -0.02276 4.951726 
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รูปที ่4.12  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.50 และ k  = 0 
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รูปที ่4.13  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.50 และ k  = 0 
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จากรูปท่ี 4.12 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  
โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 0 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโค้ง ts เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถ
รับได้สูงสุด ในกรณีน้ี ts  = 1.03 และ criw  = 12.925 หลังจากจุดท่ีรับน ้ าหนักได้สูงสุด น ้ าหนัก
บรรทุก w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวัเพิ่มข้ึน ความยาวส่วนโคง้ ts  มีค่าเพิ่มข้ึน หรือกล่าวไดว้่า
เป็นสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึงจุดความยาวส่วนโคง้ท่ี ts  = 1.50 นั้นท าใหอิ้ลาสติกคาเร่ิม
หลุดออกจากท่ีรองรับ ถือวา่เป็นจุดท่ีส้ินสุดการค านวณ 
 จากรูปท่ี 4.13 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.12 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 6 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตวั), ท่ีจุด B ts  = 1.01, ท่ีจุด C ts  = 1.03 (จุดวกิฤติ), ท่ีจุด D ts  = 1.10, ท่ีจุด E ts  = 1.25 และท่ีจุด F 

ts  = 1.49 (จุดท่ีอิลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ)รูปร่างท่ีแสดงเม่ือมีค่าสติฟเนสของสปริงเพิ่มข้ึน
จุดรองรับแบบสปริงหมุนท าใหเ้กิดความตา้นทานมากข้ึน  
 

ตารางที ่4.7  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.50, k  = 5 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.01 -0.15959 19.82112 21.23599 3.000215 8.18802 
1.03 -0.26508 28.24032 29.40207 3.640222 12.44035 
1.05 -0.31776 25.17933 25.71371 0.258424 12.90052 
1.10 -0.36776 14.5336 15.20845 -4.11692 10.94167 
1.15 -0.40439 10.9499 12.00561 -4.54658 10.31105 
1.20 -0.43404 9.06112 10.45174 -4.46867 9.982948 
1.25 -0.45772 7.800309 9.485954 -4.28317 9.71394 
1.30 -0.47659 6.854859 8.799903 -4.07732 9.450562 
1.35 -0.49154 6.097144 8.269652 -3.87713 9.180528 
1.40 -0.50328 5.463773 7.835627 -3.69102 8.902499 
1.45 -0.51233 4.918746 7.465787 -3.52135 8.61803 
1.49 -0.51791 4.530877 7.203359 -3.39758 8.387161 
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รูปที ่4.14  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.50 และ k  = 5 
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รูปที ่4.15  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.50 และ k  = 5 
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จากรูปท่ี 4.14 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  
โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 5 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโค้ง ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถ
รับไดสู้งสุด ในกรณีน้ี ts  = 1.03 และ criw  = 28.240 หลงัจากจุดท่ีรับน ้าหนกัไดสู้งสุด น ้าหนกับรรทุก 
w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวัเพิ่มข้ึน ความยาวส่วนโคง้ ts  มีค่าเพิ่มข้ึน หรือกล่าวไดว้า่เป็นสมดุล
แบบไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึงจุดความยาวส่วนโคง้ท่ี ts  = 1.50 นั้นท าให้อิลาสติกคาเร่ิมหลุดออก
จากท่ีรองรับ ถือวา่เป็นจุดท่ีส้ินสุดการค านวณ 
 จากรูปท่ี 4.15 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.14 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 6 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตวั), ท่ีจุด B ts  = 1.01, ท่ีจุด C ts  = 1.03 (จุดวกิฤติ), ท่ีจุด D ts  = 1.10 ,ท่ีจุด E ts  = 1.25 และท่ีจุด F 

ts  = 1.49 (จุดท่ีอิลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ) รูปร่างท่ีแสดงเม่ือมีค่าสติฟเนสของสปริงเพิ่มข้ึน
จุดรองรับแบบสปริงหมุนเกิดความตา้นทานมากข้ึน  

ตารางที ่4.8  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,A A ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.50, k  = 10 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.01 -0.11864 24.07742 25.60424 4.24308 10.25802 
1.04 -0.22112 36.129 36.70662 4.040832 17.01554 
1.10 -0.25389 16.88471 17.27571 -5.94407 12.38979 
1.15 -0.27091 12.31022 13.24 -6.54038 11.199 
1.20 -0.28614 10.08182 11.4382 -6.50059 10.65289 
1.25 -0.2983 8.630851 10.35345 -6.32914 10.25388 
1.30 -0.30768 7.552784 9.595169 -6.12178 9.896059 
1.35 -0.31473 6.691354 9.014117 -5.90706 9.549791 
1.40 -0.31984 5.971306 8.54066 -5.69539 9.20633 
1.45 -0.32333 5.350685 8.138129 -5.49095 8.863427 
1.49 -0.32512 4.907941 7.852813 -5.33382 8.589294 
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รูปที ่4.16  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.50 และ k  = 10 
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รูปที ่4.17  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.50 และ k  = 10 
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จากรูปท่ี 4.16 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  
โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 10 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโค้ง ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถ
รับได้สูงสุด ในกรณีน้ี ts  = 1.04 และ criw  = 36.129 หลังจากจุดท่ีรับน ้ าหนักได้สูงสุด น ้ าหนัก
บรรทุก w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวัเพิ่มข้ึน ความยาวส่วนโคง้ ts  มีค่าเพิ่มข้ึน หรือกล่าวไดว้่า
เป็นสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึงจุดความยาวส่วนโคง้ท่ี ts  = 1.50 นั้นท าใหอิ้ลาสติกคาเร่ิม
หลุดออกจากท่ีรองรับ ถือวา่เป็นจุดท่ีส้ินสุดการค านวณ 

จากรูปท่ี 4.17 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.16 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 6 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตวั), ท่ีจุด B ts  = 1.01, ท่ีจุด C ts  = 1.04 (จุดวิกฤติ), ท่ีจุด D ts  = 1.10 , ท่ีจุด E ts  = 1.25 และท่ีจุด 
F ts  = 1.49 (จุดท่ีอิลาสติกคาใกล้หลุดจากจุดรองรับ)  รูปร่างท่ีแสดงเม่ือมีค่าสติฟเนสของสปริง
เพิม่ข้ึนจุดรองรับแบบสปริงหมุนเกิดความตา้นทานมากข้ึน 

ตารางที ่4.9  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.50, k  = 100 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.01 -0.02082 32.84135 34.57497 6.5624 15.1226 
1.04 -0.03942 54.59599 54.70899 6.756918 27.23532 
1.10 -0.03772 21.40528 21.23873 -10.2005 14.1723 
1.15 -0.03781 14.50156 15.28645 -10.608 11.58675 
1.20 -0.03888 11.6343 13.02513 -10.4121 10.60769 
1.25 -0.03981 9.845213 11.7286 -10.1202 9.97085 
1.30 -0.04049 8.537428 10.8418 -9.79607 9.455354 
1.35 -0.04092 7.499702 10.16942 -9.45849 8.995931 
1.40 -0.04114 6.634767 9.624328 -9.11615 8.568049 
1.45 -0.04119 5.88973 9.162061 -8.77404 8.160688 
1.49 -0.04111 5.357826 8.834886 -8.50268 7.84547 
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รูปที ่4.18  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.50 และ k  = 100 
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รูปที ่4.19  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.50 และ k  = 100 
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จากรูปท่ี 4.18 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  
โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 100 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโคง้ ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถ
รับได้สูงสุด ในกรณีน้ี ts  = 1.04 และ criw  = 54.595 หลังจากจุดท่ีรับน ้ าหนักได้สูงสุด น ้ าหนัก
บรรทุก w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวัเพิ่มข้ึน ความยาวส่วนโคง้ ts  มีค่าเพิ่มข้ึน หรือกล่าวไดว้่า
เป็นสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึงจุดความยาวส่วนโคง้ท่ี ts  = 1.50 นั้นท าใหอิ้ลาสติกคาเร่ิม
หลุดออกจากท่ีรองรับ ถือวา่เป็นจุดท่ีส้ินสุดการค านวณ 
 จากรูปท่ี 4.19 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.18 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 6 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตวั), ท่ีจุด B ts  = 1.01, ท่ีจุด C ts  = 1.04 (จุดวกิฤติ), ท่ีจุด D ts  = 1.10, ท่ีจุด E ts  = 1.25 และท่ีจุด F 

ts  = 1.49 (จุดท่ีอิลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ) รูปร่างท่ีแสดงเม่ือมีค่าสติฟเนสของสปริงเพิ่มข้ึน 
จุดรองรับแบบสปริงหมุนเกิดความตา้นทานมากข้ึน 

ตารางที่  4.10  ความสัมพันธ์ระหว่า ง  , , , , ,A A ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคง ท่ี    = 0.50, 
 k  = 1,000 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.01 -0.00225 34.31884 36.08063 6.878612 16.03699 
1.04 -0.00428 57.82499 57.84391 6.863793 29.25838 
1.10 -0.00395 22.15678 21.89287 -10.9336 14.34406 
1.15 -0.00392 14.81344 15.58095 -11.235 11.51604 
1.20 -0.00402 11.84628 13.24731 -10.989 10.47823 
1.25 -0.00411 10.00671 11.91842 -10.6637 9.812218 
1.30 -0.00417 8.665414 11.01209 -10.3111 9.279607 
1.35 -0.00421 7.602398 10.32584 -9.94686 8.809936 
1.40 -0.00422 6.71697 9.769882 -9.57846 8.376305 
1.45 -0.00422 5.954551 9.298584 -9.21062 7.966309 
1.49 -0.00421 5.410311 8.965112 -8.91889 7.650589 
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รูปที่ 4.20  ความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.50 และ k  = 1,000 
k  =อนนัต ์
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รูปที ่4.21  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.50 และ k  = 1,000 
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จากรูปท่ี 4.20 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  
โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 100 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโคง้ ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถ
รับไดสู้งสุด ในกรณีน้ี ts  = 1.04, criw  = 57.843 และ k  = อนนัต์ (Fixed support) ts  = 1.04, criw  = 
58.210 หลงัจากจุดท่ีรับน ้ าหนักได้สูงสุด น ้ าหนักบรรทุก w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวัเพิ่มข้ึน 
ความยาวส่วนโคง้ ts  มีค่าเพิ่มข้ึน หรือกล่าวไดว้า่เป็นสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึงจุดความ
ยาวส่วนโคง้ท่ี ts  = 1.50 นั้นท าให้อิลาสติกคาเร่ิมหลุดออกจากท่ีรองรับ ถือว่าเป็นจุดท่ีส้ินสุดการ
ค านวณ 
 จากรูปท่ี 4.21 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.20 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 6 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตวั), ท่ีจุด B ts  = 1.01, ท่ีจุด C ts  = 1.04 (จุดวกิฤติ), ท่ีจุด D ts  = 1.10, ท่ีจุด E ts  = 1.25 และท่ีจุด F 

ts  = 1.49 (จุดท่ีอิลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ) รูปร่างท่ีแสดงเม่ือมีค่าสติฟเนสของสปริงเพิ่มข้ึน 
จุดรองรับแบบสปริงหมุนเกิดความตา้นทานมากข้ึน 
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รูปที ่4.22  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.50 
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ผลการศึกษากรณีท่ีค่า   = 0.50 และท าการแปรผนัค่า k  ตั้งแต่ค่า 0 5 10 100 1,000 และ 
อนนัต ์จากรูปท่ี 4.22 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  จาก
กราฟเห็นไดว้า่ เม่ือความยาวส่วนโคง้ ts  เพิ่มข้ึน น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มเช่นกนั (สมดุลแบบมี
เสถียรภาพ) จนกระทัง่ถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถรับได้สูงสุด กรณี k  = 0, ts  = 1.03, criw  = 
12.925 กรณี  k  = 5, ts  = 1.03, criw  = 28.240 กรณี  k  = 10, ts  = 1.04, criw  = 36.129 กรณี  k  = 
100, ts  = 1.04, criw  = 54.595 กรณี k  = 1,000, ts  = 1.04, criw  = 57.824 และ k  = อนันต์ (Fixed 
support) ts  = 1.04, criw  = 58.21 จากผลดังกล่าวแสดงให้เห็นว่าเม่ือค่าสติฟเนสของสปริง มีค่า
เพิ่มข้ึนส่งผลให้อิลาสติกคา มีสติฟเนสเพิ่มข้ึนและมีน ้ าหนกับรรทุกวิกฤติเพิ่มข้ึนเช่นกนั หลงัจากจุด
ท่ีไดรั้บหนกัสูงสุดแลว้ น ้ าหนกับรรทุก w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวัเพิ่มข้ึน ความยาวส่วนโคง้
เพิ่มข้ึน หรืออาจกล่าวไดว้า่เป็นสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึงความยาวส่วนโคง้ท่ี ts  = 1.50 
นั้นท าใหอิ้สลาสติกคาเร่ิมหลุดออกจากท่ีรองรับ ถือวา่เป็นจุดท่ีส้ินสุดการค านวณ  

ส่วนรูปร่างสมดุล ในกรณีท่ี k  = 0 (จุดรองรับแบบหมุน) แสดงในรูปท่ี 4.13 และเม่ือแปร
ผนัค่า k  ไปท่ี 5 10 100 1,000 และ อนนัต์ ท าให้จุดหมุนนั้นเปล่ียนแปลงพฤติกรรม จากจุดรองรับ
แบบหมุนได้อย่างอิสระไปจนกระทัง่เป็นจุดรองรับแบบยึดแน่น (ผลการค านวณ Fixed support 
ภาคผนวก ค) ท่ีมีค่าน ้ าหนกับรรทุกใกลเ้คียงกนัมาก กล่าวคือมีสติฟเนสของสปริงเขา้มาเก่ียวขอ้ง ท า
ให้จุดหมุนด้านจุดรองรับ A  นั้ นมีความต้านทานในการรับแรงดัดเพิ่มมากข้ึน ท าให้ระบบมี 
สติฟเนสสูงข้ึน เม่ืออิลาสติกคาเกิดการเสียรูปจ าเป็นต้องใช้น ้ าหนักบรรทุกท่ีมากข้ึนตามไปด้วย 
รูปร่างของอิลาสติกคาเปล่ียนไปตามค่าสติฟเนสของสปริง แสดงในรูปท่ี 4.15 4.17 4.19 และ 4.21 
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4.3  ผลจากค านวณค่า   = 0.75 

เร่ิมตน้การค านวณหาผลเฉลยและวิเคราะห์รูปร่างของอิลาสติกคา โดยก าหนดค่า   = 
0.75 แปรผนัค่า k  = 0 5 10 100 1,000 และอนนัต์ ก าหนดค่าความยาวส่วนโคง้ ts  เป็นค่าท่ีก าหนด
โดยเร่ิมจากค่าท่ี 1.01 – 1.7499(ค่าใกลเ้คียง 1.75) เน่ืองจากท่ีความยาวส่วนโคง้ ts  = 1.75 นั้นเป็นจุด
ท่ีอิลาสติกคานั้นหลุดจากจุดรองรับ หากท าการค านวณความยาวส่วนโคง้ ts  ท่ีมากกวา่1   จะไม่
สามารถค านวณไดด้ว้ยสาเหตุเดียวกนักบัในกรณีท่ี   = 0.25 และ   = 0.50 ส่วนท่ีเหลืออีก 5 ค่า ท า
การป้อนค่าท่ีใกล้เคียง ได้แก่ มุมลาดท่ีจุดรองรับ A  ( A ) น ้ าหนักแบบบรรทุกตวัเองแผ่กระจาย
สม ่าเสมอ ( w ) แรงปฏิกิริยาท่ีจุดรองรับ B  ( BR ) แรงตามแนวแกน ( AN ) และแรงเฉือน ( A

Q ) โดย
ตรวจสอบค่าความคลาดเคล่ือน (สมการท่ี 3.19) ท่ีนอ้ยกวา่ 1010   ค่าความคลาดเคล่ือนท่ียอมรับ
ได ้

 

ตารางที ่4.11  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.75, k  = 0 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.01 -0.19557 24.63776 37.38946 15.07516 5.509215 
1.05 -0.51472 83.77474 117.9731 54.0302 11.04063 
1.09 -0.67757 110.4272 148.3672 67.02009 12.4173 
1.10 -0.71083 108.9485 144.9712 64.73165 12.36285 
1.15 -0.86293 61.83503 79.26843 29.86385 10.83767 
1.20 -0.87637 5.843458 9.672104 -1.81397 6.604471 
1.30 -1.00155 3.531515 6.941054 -1.26104 5.85318 
1.40 -1.09908 2.598323 5.908199 -0.81892 5.412274 
1.50 -1.1993 1.874519 5.118852 -0.43511 4.933871 
1.60 -1.27624 1.409722 4.600325 -0.20223 4.536425 
1.70 -1.34265 1.052079 4.185443 -0.05124 4.173421 
1.74 -1.36675 0.930226 4.039764 -0.00911 4.037876 
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รูปที ่4.23  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.75 และ k  = 0 
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รูปที ่4.24  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.75 และ k  = 0 
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จากรูปท่ี 4.23 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  
โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 0 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโค้ง ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถ
รับได้สูงสุด ในกรณีน้ี ts  = 1.09 และ criw   = 110.427 หลังจากจุดท่ีรับน ้ าหนักได้สูงสุดน ้ าหนัก
บรรทุก w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวัเพิ่มข้ึน ความยาวส่วนโคง้ ts  มีค่าเพิ่มข้ึน หรือกล่าวไดว้่า
เป็นสมดุลไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึงจุดความยาวส่วนโคง้ท่ี ts  = 1.75 นั้นท าใหอิ้ลาสติกคาเร่ิมหลุด
ออกจากท่ีรองรับ ถือวา่เป็นจุดท่ีส้ินสุดการค านวณ 
 จากรูปท่ี 4.24 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.23 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 7 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตวั), ท่ีจุด B ts  = 1.001, ท่ีจุด C ts  = 1.03, ท่ีจุด D ts  = 1.09 (จุดวิกฤติ), ท่ีจุด E ts  = 1.16, ท่ีจุด F 

ts  = 1.40 และท่ีจุด G ts  = 1.74 (จุดท่ีอิลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ) รูปร่างท่ีแสดงเม่ือมีค่าสติฟ
เนสของสปริงเพิ่มข้ึนจุดรองรับแบบสปริงหมุนท าให้เกิดความตา้นทานมากข้ึน 
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ตารางที ่4.12  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.75, k  = 5 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.01 -0.13349 32.48774 48.54207 20.66604 9.606418 
1.05 -0.37146 119.3023 165.3435 76.69118 29.19929 
1.10 -0.51262 163.54 214.1765 96.13918 39.8483 
1.15 -0.58162 118.3622 147.9081 59.09613 35.65365 
1.19 -0.59216 55.53163 66.99325 17.29353 24.75096 
1.20 -0.47075 10.98075 15.59934 -5.73891 11.26064 
1.30 -0.47877 5.879765 9.912495 -5.17224 9.133405 
1.40 -0.49847 4.326672 8.358214 -4.55474 8.392394 
1.50 -0.51121 3.358847 7.45896 -4.09703 7.775546 
1.60 -0.51749 2.644031 6.816119 -3.74381 7.19371 
1.74 -0.51756 1.867849 6.131286 -3.36698 6.411344 
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รูปที ่4.25  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.75 และ k  = 5 
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รูปที ่4.26  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.75 และ k  = 5 

จากรูปท่ี 4.25 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  
โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 5 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโค้ง ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถ
รับได้สูงสุด ในกรณีน้ี ts  = 1.10 และ criw  = 163.54 หลังจากจุดท่ีรับน ้ าหนักได้สูงสุด น ้ าหนัก
บรรทุก w  ลดลงในขณะท่ีมีการแอ่นตวัเพิ่มข้ึน ซ่ึงความยาวส่วนโคง้ ts  มีค่าเพิ่มข้ึน หรือกล่าวไดว้า่
เป็นสมดุลไร้เสถียรภาพ จนกระทัง่ถึงจุดความยาวส่วนโคง้ท่ี ts  = 1.75 นั้นท าใหอิ้ลาสติกคาเร่ิมหลุด
ออกจากท่ีรองรับ ถือวา่เป็นจุดท่ีส้ินสุดการค านวณ 
 จากรูปท่ี 4.26 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.25 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 8 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตวั), ท่ีจุด B ts  = 1.001, ท่ีจุด C ts  = 1.03, ท่ีจุด D ts  = 1.010 (จุดวิกฤติ), ท่ีจุด E ts  = 1.19, ท่ีจุด F 

ts  = 1.20, ท่ีจุด G ts  = 1.40 และท่ีจุด H ts  = 1.74 (จุดท่ีอิลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ) รูปร่าง
ท่ีแสดงเม่ือมีค่าสติฟเนสของสปริงเพิ่มข้ึนจุดรองรับแบบสปริงหมุนท าใหเ้กิดความตา้นทานมากข้ึน 
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ตารางที ่4.13  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,A A ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.75, k  = 10 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.001 -0.00188 3.2957574 5.0818534 0.7639962 0.745137 

1.01 -0.10198 36.3224 53.93501 23.19583 11.95772 
1.05 -0.29505 137.5875 189.5426 86.61482 41.55895 
1.20 -0.31754 13.09244 18.03544 -8.19922 12.30244 
1.25 -0.30368 8.007492 12.44355 -7.78065 9.97539 
1.30 -0.30682 6.405107 10.75291 -7.27625 9.287963 
1.35 -0.31087 5.407086 9.76406 -6.86791 8.825449 
1.40 -0.31423 4.671215 9.073238 -6.52231 8.437534 
1.45 -0.3166 4.082738 8.542459 -6.21967 8.082028 
1.50 -0.31797 3.589304 8.109387 -5.94843 7.743688 
1.55 -0.31841 3.16248 7.741415 -5.70138 7.416226 
1.65 -0.31681 2.444868 7.133341 -5.26228 6.783678 
1.70 -0.31492 2.13416 6.874622 -5.06457 6.475983 
1.74 -0.31293 1.902425 6.684432 -4.91514 6.233094 
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รูปที ่4.27  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.75 และ k  = 10 
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รูปที ่4.28  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.75 และ k  = 10 
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จากรูปท่ี 4.27 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  
โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 10 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโค้ง ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถ
รับไดสู้งสุด ในกรณีน้ี จะอยูท่ี่ ts  = 1.05 และ w  = 137.587 หลงัจากจุดน้ีไปไม่สามารถหาค่าได ้และ
สามารถหาค่าไดอี้ก ในช่วง ts  = 1.20 – 1.7499 ช่วงท่ีอิลาสติกคา มีสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ 
 จากรูปท่ี 4.28 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.27 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 8 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตวั), ท่ีจุด B ts  = 1.001, ท่ีจุด C ts  = 1.01, ท่ีจุด D ts  = 1.03 ,ท่ีจุด E ts  = 1.05, ท่ีจุด F ts  = 1.20 ,ท่ี
จุด G ts  = 1.50 และท่ีจุด D ts  = 1.744 (จุดท่ีอิลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ) รูปร่างท่ีแสดงเม่ือมี
ค่าสติฟเนสของสปริงเพิ่มข้ึนจุดรองรับแบบสปริงหมุนจะเกิดความตา้นทานมากข้ึน 
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ตารางที ่4.14  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.75, k  = 100 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.001 -0.00024 3.320359 5.124708 0.772795 0.744737 
1.005 -0.00527 16.69066 25.29043 9.448265 5.687591 
1.01 -0.01948 45.4431 66.62605 28.51913 18.58696 

1.018 -0.03192 76.96926 110.2199 47.45757 33.20876 
1.21 -0.04237 13.31819 18.59364 -12.9238 10.94862 
1.25 -0.04003 9.02838 14.00997 -11.6867 9.114444 
1.30 -0.03978 7.115113 12.04522 -10.8354 8.354405 
1.35 -0.03983 5.951538 10.92988 -10.2136 7.857187 
1.40 -0.03986 5.096817 10.15689 -9.69513 7.446427 
1.45 -0.0398 4.412858 9.563707 -9.235 7.076092 
1.50 -0.03963 3.838294 9.079071 -8.81291 6.729423 
1.55 -0.03937 3.340131 8.666436 -8.41837 6.398961 
1.60 -0.03902 2.898212 8.305215 -8.0454 6.080713 
1.65 -0.03858 2.499013 7.983069 -7.6903 5.772078 
1.70 -0.03807 2.132783 7.692307 -7.35057 5.471029 
1.74 -0.0376 1.858484 7.478931 -7.0886 5.234442 
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รูปที ่4.29  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.75 และ k  = 100 
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รูปที ่4.30  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.75 และ k  = 100 
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จากรูปท่ี 4.29 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  
โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 100 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโคง้ ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคา สามารถรับ
ไดสู้งสุด ในกรณีน้ี ts  = 1.018 และ w  = 76.969 หลงัจากจุดน้ีไปไม่สามารถหาค่าได ้และสามารถหา
ค่าไดอี้ก ในช่วง ts  = 1.21 – 1.7499 ช่วงท่ีอิลาสติกคามีสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ 

จากรูปท่ี 4.30 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.29 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 8 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตวั), ท่ีจุด B ts  = 1.001, ท่ีจุด C ts  = 1.01 ,ท่ีจุด D ts  = 1.018 ,ท่ีจุด E ts  = 1.21 ,ท่ีจุด F ts  = 1.40,
ท่ีจุด G ts  = 1.60 และท่ีจุด H ts  = 1.74 (จุดท่ีอิลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ) รูปร่างท่ีแสดงเม่ือ
มีค่าสติฟเนสของสปริงเพิ่มข้ึนจุดรองรับแบบสปริงหมุนจะเกิดความตา้นทานมากข้ึน 
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ตารางที่  4.15  ความสัมพัน ธ์ระหว่า ง  , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่ าคง ท่ี   = 0.75, 
k  = 1,000 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.001 2.47E-05 3.323514 5.130216 0.773919 0.744666 
1.005 -0.00055 16.78672 25.41791 9.509085 5.798032 
1.01 -0.00214 47.16615 69.00173 29.38649 20.02632 
1.21 -0.00439 13.72839 19.08459 -13.6317 10.7764 
1.25 -0.00412 9.164955 14.22746 -12.2245 8.8717 
1.30 -0.00409 7.206108 12.22118 -11.3135 8.116862 
1.35 -0.00409 6.019187 11.08696 -10.6555 7.624423 
1.40 -0.00408 5.147991 10.30164 -10.108 7.218304 
1.45 -0.00407 4.450973 9.699082 -9.62208 6.853002 
1.50 -0.00405 3.865449 9.2067 -9.17583 6.511897 
1.55 -0.00402 3.357752 8.787386 -8.75824 6.187484 
1.60 -0.00398 2.907319 8.420269 -8.36307 5.875652 
1.65 -0.00393 2.500345 8.092868 -7.98648 5.573665 
1.70 -0.00388 2.126868 7.797415 -7.62587 5.279362 
1.74 -0.00383 1.847035 7.580673 -7.3476 5.048157 
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รูปที่ 4.31  ความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนักบรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.75 และ k  = 1,000 
k  = อนนัต ์
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รูปที ่4.32  รูปร่างของอิลาสติกคาท่ีไดจ้ากการค านวณ   = 0.75 และ k  = 1,000 



72 

จากรูปท่ี 4.31 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ ts  
โดยมีค่าสติฟเนสของสปริง k  = 100 จากกราฟแสดงให้เห็นว่า เม่ือความยาวส่วนโคง้ ts  เพิ่มข้ึน 
น ้ าหนกับรรทุก w  มีค่าเพิ่มข้ึนเช่นกนั (สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคา สามารถรับ
ไดสู้งสุด ในกรณีน้ี ts  = 1.01, w  = 47.166 และ k  = อนนัต ์(Fixed support) ts  = 1.01, w  = 47.374
หลงัจากจุดน้ีไปไม่สามารถหาค่าได ้และสามารถหาค่าไดอี้กในช่วง  = 1.21 – 1.7499 ช่วงท่ีอิลาสติก
คามีสมดุลแบบไร้เสถียรภาพ 

จากรูปท่ี 4.32 แสดงรูปร่างของอิลาสติกคา ท่ีไดจ้ากการค านวณดงัแสดงจากรูปท่ี 4.31 ได้
เลือกมาแสดงรูปร่างของอิลาสติกคา จ านวน 7 จุด ไดแ้ก่ ท่ีจุด A ts  = 1.00 (จุดท่ียงัไม่เกิดการแอ่น
ตัว), ท่ีจุด B ts  = 1.001, ท่ีจุด C ts  = 1.01(จุดท่ีหาน ้ าหนักได้สูงสุด) ,ท่ีจุด D ts  = 1.21 ,ท่ีจุด E  

ts  = 1.40 ,ท่ีจุด F ts  = 1.60 และท่ีจุด G ts  = 1.74 (จุดท่ีอิลาสติกคาใกลห้ลุดจากจุดรองรับ) รูปร่างท่ี
แสดงเม่ือมีค่าสติฟเนสของสปริงเพิ่มข้ึนจุดรองรับแบบสปริงหมุนจะเกิดความตา้นทานมากข้ึน 
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รูปที ่4.33  ความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้าหนกับรรทุกและความยาวส่วนโคง้   = 0.75 
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รูปที่ 4.34  ความสัมพันธ์ระหว่างน ้ าหนักบรรทุกและความยาวส่วนโค้ง   = 0.75 ความยาว  
ts  = 1.00 – 1.02 

ผลการศึกษากรณีท่ีค่า   = 0.75 และท าการแปรผนัค่า k  ตั้งแต่ค่า 0 5 10 100 1,000 และ 
อนนัต์ จากรูปท่ี 4.33 – 4.34 แสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งน ้ าหนกับรรทุก w  และ ความยาวส่วนโคง้ 

ts  จากกราฟจะเห็นได้ว่า เม่ือความยาวส่วนโคง้ ts  เพิ่มข้ึน น ้ าหนักบรรทุก w  มีค่าเพิ่มเช่นกัน 
(สมดุลแบบมีเสถียรภาพ) จนถึงจุดท่ีอิลาสติกคานั้นสามารถรับไดสู้งสุด ในกรณี ท่ี k  = 0, ts  = 1.09 
และ criw  = 110.427, ในกรณี k  = 5, ts  = 1.10 และ criw  = 163.539 ในขณะท่ีเม่ือ k  = 10 100 1,000 
และอนันต์ ไม่สามารถหาค่าน ้ าหนักบรรทุกสูงสุดได้ ในกรณีท่ี k  = 10 100 1000 และอนันต์ จะมี
ลกัษณะใกลเ้คียงกนัคือไม่สามารถหาสภาวะสมดุลไดใ้นบางช่วงของความยาวส่วนโคง้ ts   

ส่วนรูปร่างสมดุล ในกรณีท่ี k  = 0 (จุดรองรับแบบหมุน) แสดงในรูปท่ี 4.24 และเม่ือแปร
ผนัค่า k  ไปท่ี 5 10 100 1,000 และอนนัต์ ท าให้จุดหมุนนั้นเปล่ียนแปลงพฤติกรรม กล่าวคือมีสติฟ
เนสของสปริง เขา้มาเก่ียวขอ้ง ท าให้จุดหมุนดา้นจุดรองรับ A  นั้นมีความตา้นทานในการรับแรงดดั
เพิ่มมากข้ึน เม่ือจะท าให้ความยาวส่วนโคง้เพิ่มข้ึน จะตอ้งใชน้ ้ าหนกับรรทุกท่ีมากข้ึนตามไปดว้ย ท า
ให้เกิดสภาวะยึดร้ัง อิลาสติกคาจึงไม่สามารถเล่ือนเขา้ในช่วงจุดรองรับได ้จึงท าไม่สามารถหาค่าได้
ทั้งหมดตั้งแต่ k  10 – อนนัต ์รูปร่างของอิลาสติกคาเปล่ียนไปตามค่าสติฟเนสของสปริง แสดงในรูป
ท่ี 4.26 4.28 4.30 และ 4.32  
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4.4  ผลจากการค านวณเปรียบเทยีบระหว่าง ผลของปลายยืน่และไม่มปีลายยืน่ 

การค านวณหาผลเฉลยและวิเคราะห์รูปร่างของอิลาสติกคา จากหัวข้อ 4.1 4.2 และ4.3 
เรียบร้อย จะน าผลเฉลยท่ีไดม้าเปรียบเทียบกบั ผลเฉลยอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียน
ได ้ท่ีไม่ไดพ้ิจารณาผลกระทบของปลายยื่น จะท าการเปรียบเทียบท่ีผลของสปริงหมุนท่ีเท่ากนั ไดแ้ก่ 
k  = 0 5 10 100 1,000 และอนนัต ์โดยตรวจสอบค่าความคลาดเคล่ือนท่ีนอ้ยกวา่ 1010   นั้นเป็นค่า
ความคลาดเคล่ือนท่ียอมรับได ้

ตารางที ่4.16  ผลการค านวณความสัมพนัธ์ระหวา่ง ts  และw  กรณีท่ี k  = 0 

 w   

ts    = 0  = 0.25  = 0.50  = 0.75 

1.00 0 0 0 0 
1.01 4.552206 5.133468 10.360257 24.637755 
1.10 8.184023 7.660350 8.373230 108.948461 
1.20 6.601887 6.308773 5.476304 5.843458 
1.25 5.676740 5.677935 4.659272 4.362359 
1.40 3.424476 - 3.079758 2.518803 
1.50 2.392680 - 2.398662 1.874518 
1.60 1.647176 - - 1.409722 
1.75 0.901316 - - 0.901602 
2.00 0.241769 - - - 
2.50 0.178511 - - - 
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รูปที ่4.35  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง ts  และw  กรณีท่ี k  = 0 

จากรูปท่ี 4.35 แสดงให้เห็นความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนักบรรทุก w  และความยาวส่วน
โคง้ ts  กรณีท่ีมีค่าสปริงหมุน k  = 0 เม่ือไม่มีผลกระทบของปลายยืน่มาเปรียบเทียบกบัความสัมพนัธ์
ท่ีรวมผลกระทบของปลายยื่นท่ี   = 0.25 0.50 และ 0.75 กรณีท่ีไม่มีปลายยื่น สามารถรับน ้ าหนัก
สูงสุดท่ี ts  = 1.08 และ criw  = 8.25 กรณีปลายยื่น   = 0.25 สามารถรับน ้ าหนักสูงสุดท่ี ts  = 1.07 
และ criw  = 7.89 กรณีปลายยื่น   = 0.50 สามารถรับน ้ าหนักสูงสุดท่ี ts  = 1.03 และ criw  = 12.92 
กรณีปลายยื่น   = 0.75 สามารถรับน ้ าหนักสูงสุดท่ี ts  = 1.09 และ criw  = 110.42 เม่ือสังเกตกราฟ
ความสัมพนัธ์แสดงใหเ้ห็นวา่ในกรณีท่ีมีปลายยื่นท่ีมีค่านอ้ย เช่นท่ี   = 0.25 จุดวกิฤติจะมีค่าท่ีต ่ากวา่
ในกรณีท่ีไม่พิจารณาผลกระทบของปลายยื่น เม่ือท าการเพิ่มค่า   ผลกระทบของปลายยื่นจะเห็น
ชดัเจนมากข้ึน ทั้งในความชนัของกราฟ (สติฟเนส) และน ้าหนกับรรทุกวกิฤติท่ีมีค่าสูงข้ึนอยา่งชดัเจน 
เม่ือผา่นจุดน ้ าหนกับรรทุกวิกฤติแลว้ จะมีความยาวส่วนโคง้เพิ่มมากข้ึน จนกระทัง่เขา้ใกลจุ้ดท่ีปลาย
ยื่นจะหลุดจากจุดรองรับ (Slip off) กราฟความสัมพนัธ์จะลู่เขา้หากราฟความสัมพนัธ์ในกรณีท่ีไม่มี
ปลายยืน่เน่ืองจากเม่ือหลุดจากจุดรองรับแลว้จะไม่มีส่วนของปลายยืน่เหลืออยู ่ซ่ึงสอดคลอ้งกบักรณีท่ี
ไมมี่ปลายยืน่ 
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ตารางที ่4.17  ผลการค านวณความสัมพนัธ์ระหวา่ง ts  และw  กรณีท่ี k  = 5 

 w   

ts     = 0   = 0.25   = 0.50   = 0.75 

1.00 0 0 0 0 
1.01 7.32132 8.44636 19.8211 32.4877 
1.10 13.5042 12.5302 14.5336 163.54 
1.20 11.2109 10.6461 9.06112 10.9808 
1.25 9.77994 9.79631 7.80031 7.28971 
1.40 6.16438 - 5.46377 4.32667 
1.50 4.43947 - 4.44852 3.35885 
1.60 3.15484 - - 2.64403 
1.75 1.81903 - - 1.81951 
2.00 0.5506 - - - 
2.50 0.483515 - - - 
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รูปที ่4.36  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง ts  และw  กรณีท่ี k  = 5 
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จากรูปท่ี 4.36 แสดงให้เห็นความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนักบรรทุก w  และความยาวส่วน
โคง้ ts  กรณีท่ีมีค่าสปริงหมุน k  = 5 เม่ือไม่มีผลกระทบของปลายยืน่มาเปรียบเทียบกบัความสัมพนัธ์
ท่ีรวมผลกระทบของปลายยื่นท่ี   = 0.25 0.50 และ 0.75 กรณีท่ีไม่มีปลายยื่น สามารถรับน ้ าหนัก
สูงสุดท่ี ts  = 1.09 และ criw  = 13.55 กรณีปลายยื่น   = 0.25 สามารถรับน ้ าหนกัสูงสุดท่ี ts  = 1.07 
และ criw  = 12.87 กรณีปลายยื่น   = 0.50 สามารถรับน ้ าหนกัสูงสุดท่ี ts  = 1.03 และ criw  = 28.24 
กรณีปลายยื่น   = 0.75 สามารถรับน ้ าหนักสูงสุดท่ี ts  = 1.10 และ criw  = 163.53 เม่ือสังเกตกราฟ
ความสัมพนัธ์แสดงใหเ้ห็นวา่ในกรณีท่ีมีปลายยื่นท่ีมีค่านอ้ย เช่นท่ี   = 0.25 จุดวกิฤติจะมีค่าท่ีต ่ากวา่
ในกรณีท่ีไม่พิจารณาผลกระทบของปลายยื่น เม่ือท าการเพิ่มค่า   ผลกระทบของปลายยื่นจะเห็น
ชดัเจนมากข้ึน ทั้งในความชนัของกราฟ (สติฟเนส) และน ้าหนกับรรทุกวกิฤติท่ีมีค่าสูงข้ึนอยา่งชดัเจน 
เม่ือผา่นจุดน ้ าหนกับรรทุกวิกฤติแลว้ จะมีความยาวส่วนโคง้เพิ่มมากข้ึน จนกระทัง่เขา้ใกลจุ้ดท่ีปลาย
ยื่นจะหลุดจากจุดรองรับ (Slip off) กราฟความสัมพนัธ์จะลู่เขา้หากราฟความสัมพนัธ์ในกรณีท่ีไม่มี
ปลายยืน่เน่ืองจากเม่ือหลุดจากจุดรองรับแลว้จะไม่มีส่วนของปลายยืน่เหลืออยู ่
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ตารางที ่4.18  ผลการค านวณความสัมพนัธ์ระหวา่ง ts  และw  กรณีท่ี k  = 10 

 w   

ts    = 0   = 0.25   = 0.50   = 0.75 

1.00 0 0 0 0 
1.01 8.41782 9.81102 24.0774 36.3224 
1.10 15.3744 14.2063 16.8847 - 
1.20 12.6265 11.959 10.0818 13.0924 
1.25 10.9529 10.9719 8.63085 8.00749 
1.40 6.77414 - 5.97131 4.67121 
1.50 4.80343 - 4.81378 3.5893 
1.60 3.34723 - - 2.78487 
1.75 1.84648 - - 1.84703 
2.00 0.43802 - - - 
2.50 0.767341 - - - 
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รูปที ่4.37  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง ts  และw  กรณีท่ี k  = 10 
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จากรูปท่ี 4.37 แสดงให้เห็นความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนกับรรทุก w  และความยาวส่วน
โค้ง ts  กรณีท่ีมีค่าสปริงหมุน k  = 10 เ ม่ือไม่มีผลกระทบของปลายยื่นมาเปรียบเทียบกับ
ความสัมพนัธ์ท่ีรวมผลกระทบของปลายยื่นท่ี   = 0.25 0.50 และ 0.75 กรณีท่ีไม่มีปลายยื่น สามารถ
รับน ้ าหนกัสูงสุดท่ี ts  = 1.09 และ criw  = 15.45 กรณีปลายยื่น   = 0.25 สามารถรับน ้ าหนกัสูงสุดท่ี 

ts  = 1.06 และ criw  = 14.69 กรณีปลายยืน่   = 0.50 สามารถรับน ้าหนกัสูงสุดท่ี ts  = 1.04 และ criw  
= 36.70 กรณีปลายยื่น   = 0.75 สามารถรับน ้ าหนกัสูงสุดท่ี(น ้ าหนกัสุดทา้ยท่ีสามารถหาค่าได)้ ts  = 
1.05 และ w  = 137.587 เม่ือสังเกตกราฟความสัมพนัธ์แสดงให้เห็นวา่ในกรณีท่ีมีปลายยื่นท่ีมีค่านอ้ย 
เช่น ท่ี   = 0.25 จุดวกิฤติจะมีค่าท่ีต ่ากวา่ในกรณีท่ีไม่พิจารณาผลกระทบของปลายยืน่ เม่ือท าการเพิ่ม
ค่า   ผลกระทบของปลายยืน่จะเห็นชดัเจนมากข้ึน ทั้งในความชนัของกราฟ (สติฟเนส) และน ้าหนกั
บรรทุกวิกฤติท่ีมีค่าสูงข้ึนอย่างชดัเจน เม่ือผ่านจุดน ้ าหนกับรรทุกวิกฤติแลว้ จะมีความยาวส่วนโคง้
เพิ่มมากข้ึน จนกระทัง่เขา้ใกลจุ้ดท่ีปลายยื่นจะหลุดจากจุดรองรับ (Slip off) กราฟความสัมพนัธ์จะลู่
เขา้หากราฟความสัมพนัธ์ในกรณีท่ีไม่มีปลายยื่นเน่ืองจากเม่ือหลุดจากจุดรองรับแลว้จะไม่มีส่วนของ
ปลายยืน่เหลืออยูซ่ึ่งสอดคลอ้งกบักรณีท่ีไม่มีปลายยืน่ 

 

ตารางที ่4.19  ผลการค านวณความสัมพนัธ์ระหวา่ง ts  และw  กรณีท่ี k  = 100 

 w   

ts    = 0   = 0.25   = 0.50   = 0.75 

1.00 0 0 0 0 
1.01 10.4585 12.4435 32.8413 45.4431 
1.10 18.5964 17.045 21.4053 - 
1.20 14.8824 14.0294 11.6343 - 
1.25 12.7513 12.7752 9.84521 9.02838 
1.40 7.59306 - 6.63477 5.09682 
1.50 5.23215 - 5.2446 3.83829 
1.60 3.52053 - - 2.89821 
1.75 1.79209 - - 1.79275 
2.00 0.20966 - - - 
2.50 1.597491 - - - 
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รูปที ่4.38  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง ts  และw  กรณีท่ี k  = 100 

จากรูปท่ี 4.38 แสดงให้เห็นความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนกับรรทุก w  และความยาวส่วน
โค้ง ts  กรณีท่ีมีค่าสปริงหมุน k  = 100 เ ม่ือไม่ มีผลกระทบของปลายยื่นมาเปรียบเทียบกับ
ความสัมพนัธ์ท่ีรวมผลกระทบของปลายยื่นท่ี   = 0.25 0.50 และ 0.75 กรณีท่ีไม่มีปลายยื่น สามารถ
รับน ้ าหนกัสูงสุดท่ี ts  = 1.08 และ criw  = 18.78 กรณีปลายยื่น   = 0.25 สามารถรับน ้ าหนกัสูงสุดท่ี 

ts  = 1.06 และ criw  = 17.93 กรณีปลายยืน่   = 0.50 สามารถรับน ้าหนกัสูงสุดท่ี ts  = 1.04 และ criw  
= 54.59 กรณีปลายยื่น   = 0.75 สามารถรับน ้ าหนกัสูงสุดท่ี(น ้ าหนกัสุดทา้ยท่ีสามารถหาค่าได)้ ts  = 
1.018 และ w  = 76.96 เม่ือสังเกตกราฟความสัมพนัธ์แสดงให้เห็นว่าในกรณีท่ีมีปลายยื่นท่ีมีค่านอ้ย 
เช่นท่ี   = 0.25 จุดวกิฤติจะมีค่าท่ีต ่ากวา่ในกรณีท่ีไม่พิจารณาผลกระทบของปลายยืน่ เม่ือท าการเพิ่ม
ค่า   ผลกระทบของปลายยืน่จะเห็นชดัเจนมากข้ึน ทั้งในความชนัของกราฟ (สติฟเนส) และน ้าหนกั
บรรทุกวิกฤติท่ีมีค่าสูงข้ึนอย่างชดัเจน เม่ือผ่านจุดน ้ าหนกับรรทุกวิกฤติแลว้ จะมีความยาวส่วนโคง้
เพิ่มมากข้ึน จนกระทัง่เขา้ใกลจุ้ดท่ีปลายยื่นจะหลุดจากจุดรองรับ (Slip off) กราฟความสัมพนัธ์จะลู่
เขา้หากราฟความสัมพนัธ์ในกรณีท่ีไม่มีปลายยื่นเน่ืองจากเม่ือหลุดจากจุดรองรับแลว้จะไม่มีส่วนของ
ปลายยืน่เหลืออยู ่ซ่ึงสอดคลอ้งกบักรณีไม่มีปลายยืน่ 
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ตารางที ่4.20  ผลการค านวณความสัมพนัธ์ระหวา่ง ts  และw  กรณีท่ี k  = 1,000 

 w   

ts    = 0   = 0.25   = 0.50   = 0.75 

1.00 0 0 0 0 
1.01 10.7741 12.8623 34.3188 47.1662 
1.10 19.0706 17.4581 22.1568 - 
1.20 15.1985 14.3174 11.8463 - 
1.25 12.9973 13.022 10.0067 9.16496 
1.40 7.6963 - 6.71697 5.14799 
1.50 5.28173 - 5.29446 3.86545 
1.60 3.53638 - - 2.90732 
1.75 1.77928 - - 1.77995 
2.00 0.17632 - - - 
2.40 1.077991 - - - 
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รูปที ่4.39  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง ts  และw  กรณีท่ี k  = 1,000 
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จากรูปท่ี 4.39 แสดงให้เห็นความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนกับรรทุก w  และความยาวส่วน
โค้ง ts  กรณีท่ีมีค่าสปริงหมุน k  = 1,000 เม่ือไม่มีผลกระทบของปลายยื่นมาเปรียบเทียบกับ
ความสัมพนัธ์ท่ีรวมผลกระทบของปลายยื่นท่ี   = 0.25 0.50 และ 0.75 กรณีท่ีไม่มีปลายยื่น สามารถ
รับน ้ าหนกัสูงสุดท่ี ts  = 1.08 และ criw  = 19.28 กรณีปลายยื่น   = 0.25 สามารถรับน ้ าหนกัสูงสุดท่ี 

ts  = 1.08 และ criw  = 18.04 กรณีปลายยืน่   = 0.50 สามารถรับน ้าหนกัสูงสุดท่ี ts  = 1.04 และ criw  
= 57.82 กรณีปลายยื่น   = 0.75 สามารถรับน ้ าหนกัสูงสุดท่ี(น ้ าหนกัสุดทา้ยท่ีสามารถหาค่าได)้ ts  = 
1.01 และ w  = 47.16 เม่ือสังเกตกราฟความสัมพนัธ์แสดงให้เห็นว่าในกรณีท่ีมีปลายยื่นท่ีมีค่าน้อย 
เช่นท่ี   = 0.25 จุดวิกฤติมีค่าต ่ากว่าในกรณีท่ีไม่พิจารณาผลกระทบของปลายยื่น เม่ือท าการเพิ่มค่า 
  ผลกระทบของปลายยื่นจะเห็นชดัเจนมากข้ึน ทั้งในความชนัของกราฟ (สติฟเนส) และน ้ าหนกั
บรรทุกวิกฤติท่ีมีค่าสูงข้ึนอย่างชดัเจน เม่ือผ่านจุดน ้ าหนกับรรทุกวิกฤติแลว้ จะมีความยาวส่วนโคง้
เพิ่มมากข้ึน จนกระทัง่เขา้ใกลจุ้ดท่ีปลายยื่นจะหลุดจากจุดรองรับ (Slip off) กราฟความสัมพนัธ์จะลู่
เขา้หากราฟความสัมพนัธ์ในกรณีท่ีไม่มีปลายยื่นเน่ืองจากเม่ือหลุดจากจุดรองรับแลว้จะไม่มีส่วนของ
ปลายยืน่เหลืออยู ่ 

จากรูปท่ี 4.35 – 4.39 แสดงให้เห็นความสัมพนัธ์ระหว่างน ้ าหนกับรรทุกw  และความยาว
ส่วนโคง้ ts  กรณีท่ีมีการแปรผนัค่าของปลายยื่น   เปรียบเทียบให้เห็นถึงกรณีท่ีไม่มีปลายยื่นและ
การแปรผนัปลายยืน่จาก   = 0.25 0.50 และ 0.75 แสดงใหเ้ห็นถึงผลกระทบท่ีเกิดข้ึน กรณีปลายยืน่ท่ี 
  = 0.25 จากรูปท่ี 4.35 – 4.39 พบวา่น ้าหนกับรรทุกวกิฤติ มีค่าต ่ากวา่น ้าหนกับรรทุกวกิฤติในกรณีท่ี
ไม่พิจารณาผลของปลายยื่น ในกรณีท่ีปลายยื่น   = 050 และ 0.75 ผลกระทบของปลายยื่นส่งผลให้ 
น ้ าหนักบรรทุกวิกฤติมีค่าเพิ่มข้ึน เม่ือเทียบกบักรณีท่ีไม่พิจารณาผลกระทบของปลายยื่น และเม่ือ
ความยาวส่วนโคง้ของอิลาสติกคามีค่าเท่ากบั 1   น ้ าหนกับรรทุกจะมีค่าเท่ากบักรณีท่ีไม่พิจารณา
ผลของปลายยืน่ พฤติกรรมดงักล่าวมีความคลา้ยคลึงกนัเม่ือแปรผนัค่าสติฟเนสของสปริงหมุน 
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สรุปผลการศึกษาและข้อเสนอแนะ 

 
การศึกษาผลกระทบของปลายยืน่ของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนไดโ้ดยมี

แรงกระท าภายใตน้ ้ าหนกับรรทุกของตวัเอง ปลายดา้นหน่ึงของอิลาสติกคาวางอยูบ่นจุดรองรับแบบ
สปริงหมุน ในขณะท่ีปลายอีกด้านหน่ึงวางอยู่บนจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทาน โดยท่ีปลายยื่น
ก าหนดใหเ้ป็นสัดส่วนกบัความยาวช่วงของอิลาสติกคา L  มีกรณีท่ีค่าปลายยืน่   = 0.25 0.50 และ 
0.75 โดยท าการแปรผนัค่าสติฟเนสของสปริงหมุน k  = 0 5 10 100 1,000 และ อนนัต ์สามารถสรุปผล
การศึกษาไดด้งัน้ี 

5.1  ผลของปลายยืน่ของอลิาสติกคา 

ผลของปลายยืน่ของอิลาสติกคามีอิทธิพลเพิ่มมากข้ึน เม่ือปลายยื่นมีค่าท่ีเพิ่มข้ึน เป็นผลให้
น ้ าหนกับรรทุกวิกฤติเพิ่มข้ึน และท าให้ระบบเกิดการดึงร้ังกนัระหวา่งส่วนท่ีเป็นปลายยื่นและส่วนท่ี
อยูด่า้นในของจุดรองรับ เม่ือปลายยื่นมีความยาวมากข้ึนจนกระทัง่อิทธิพลของส่วนท่ีเป็นปลายยื่นมี
มากกว่าส่วนของอิลาสติกคาท่ีอยู่ภายในจุดรองรับเป็นผลให้ในบางกรณีอิลาสติกคาไม่สามารถหา
ภาวะสมดุลได ้

5.2  ผลกระทบของสปริงหมุน 
ในส่วนของผลกระทบของสปริงหมุนนั้น พบว่าสติฟเนสของสปริงหมุนท่ีเพิ่มข้ึนท าให้

ระบบมีสติฟเนสท่ีเพิ่มข้ึน และเป็นผลให้ค่าน ้ าหนกับรรทุกวกิฤติมีค่าท่ีเพิ่มข้ึนเช่นกนั โดยท่ีเม่ือสติฟ
เนสมีค่าเป็นศูนยเ์ปรียบเสมือนจุดรองรับเป็นแบบหมุนไร้แรงเสียดทาน ในขณะท่ีสติฟเนสท่ีมีค่าเป็น
อนันต์เปรียบเสมือนจุดรองรับแบบยึดแน่น ในกรณีท่ี   = 0.75 การเพิ่มข้ึนของค่าสติฟเนสของ
สปริงหมุนท าให้ตอ้งอาศยัน ้ าหนกับรรทุกท่ีมากข้ึนในการท าให้เกิดการแอ่นตวั ซ่ึงเป็นการเพิ่มน า
หนกับรรทุกของปลายยื่นเช่นเดียวกนั เป็นผลใหอิ้ทธิพลของปลายยื่นเพิ่มข้ึนจนกระทัง่ไม่สามารถหา
สภาวะสมดุลไดใ้นบางกรณี 
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5.3  ข้อเสนอแนะ 

5.3.1 จากการศึกษาคร้ังน้ีพบว่า ระเบียบวิธียิงเป้า สามารถน ามาใช้ประยุกต์ น ามาใช้
แกปั้ญหาอิลาสติกคา ท่ีมีการการแอ่นตวัมากและมีปลายยื่นได ้แต่มีบางกรณีท่ีไม่สามารถหาสภาวะ
สมดุลของระบบได้ ซ่ึงอาจเป็นเพราะการขาดแรงเสียดทานในการท าให้ระบบเกิดสภาวะสมดุล 
ดงันั้นอาจเพิ่มแรงเสียดทานไปท่ีจุดรองรับแบบเล่ือนได้เพื่อให้มีแรงท่ีกระท าให้ระบบเกิดสภาวะ
สมดุล 

5.3.2 การศึกษาท่ีน่าสนใจท าการศึกษาต่อจากการศึกษาคร้ังน้ี เช่น การหาขอ้เทจ็จริงของผล
เฉลยในช่วงท่ีไม่สามารถหาค่าได้ การศึกษาผลกระทบของวสัดุท่ีเป็นแบบไร้เชิงเส้น การศึกษา
ผลกระทบของจุดรองรับแบบอ่ืนๆ เป็นตน้ 
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วิธียิงเป้า เป็นกระบวนการท่ีเหมาะในการแก้ไขปัญหาค่าขอบเขตสองจุด ก าหนดโดย
เง่ือนไขเร่ิมตน้และเง่ือนไขท่ีปลาย เม่ือเร่ิมกระบวนการยิงเป้า จะมีการสมมติค่าเร่ิมตน้ และท าการยงิ
ไปยงัเป้าหมาย การปรับปรุงค่าเร่ิมต้นจะเกิดข้ึนเม่ือผลลัพธ์การยิงเป้าไม่สอดคล้องกับเง่ือนไข
ขอบเขต โดยเง่ือนไขในแต่ละจุดจะข้ึนอยูก่บัลกัษณะของปัญหา ค่าเร่ิมตน้จะถูกปรับปรุงจนกระทัง่
ผลลพัธ์ของการยงิเป้าสอดคลอ้งกบัเง่ือนไขขอบเขต  

 

x

x1

1

yx2

2

3
         (                     )

 

รูปที ่ก.1  กระบวนการยงิเป้า 

กระบวนการยงิเป้า ประกอบดว้ย 
1. สมการครอบคลุมปัญหา ในการศึกษาคร้ังน้ีประกอบดว้ย 6 สมการ (3.1 - 3.6) 

2. เง่ือนไขขอบเขต โดยแบ่งเป็น 2 ช่วงดงัน้ี  

2.1. ระหวา่งจุด A  และ B   

ท่ีจุด A  มีเง่ือนไขดงัน้ี ( s  = 0) 
0, 0, , , ,A AAA A

x y M k Q Q N N          

ท่ีจุด B  มีเง่ือนไขดงัน้ี ( ts s  ) 
( )

1, 0, , , , BBB B
x y M M Q Q N N 


       

2.2. ระหวา่งจุด B  และ C   

ท่ีจุด B  มีเง่ือนไขดงัน้ี ( ts s  ) 
( )

1, 0, , , , BBB B B
x y M M Q Q R N N 
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ท่ีจุด C  มีเง่ือนไขดงัน้ี ( 1s    ) 
, , 0, , 0, 0

C C C
x x y y M Q N        

3. วธีิการยงิเป้า 

3.1. ท าการป้อนค่าความยาวส่วนโคง้ ( ts ),ค่าสติฟเนสของสปริง ( k ) และค่าสัดส่วนท่ีสัมพนัธ์

กบัความยาวช่วง (   ) 

3.2. ท าการประมาณค่าเร่ิมตน้ให้แก่ค่า , , ,B Aw R N  และ AQ   

3.3. โดยการอินทิเกรตเชิงตวัเลข สมการท่ี 3.1 – 3.6 ด้วยระเบียบวิธีรุงเง คุตตา โดยจะต้อง

สอดคลอ้ง กบัเง่ือนไขในสมการท่ี (3.19) 

3.4. ปรับแกค้่าท่ีไดท้  าการประมาณไวใ้นขั้นตอนท่ี 2 โดยกระบวนการท าซ ้ า  ดว้ยระเบียบวิธีนิว

ตนั ราฟสัน (ในโปรแกรม MATLAB ใชค้  าสั่ง “fsolve”) จนกวา่จะมีค่าความคลาดเคล่ือนท่ี

นอ้ยกวา่ 1010   เป็นค่าความคลาดเคล่ือนท่ียอมรับได ้

 
ส าหรับรายละเอียด วธีิยงิเป้า สามารถศึกษาไดจ้าก [24] และ [25] 
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ตวัอยา่งค าสั่งส าหรับการค านวณ วธีิยงิเป้า โดยใช ้MATLAB กรณีจุดรองรับแบบสปริงหมุน 
หาผลเฉลย ปลายยื่นของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้โดยมีแรงกระท า

ภายใตน้ ้ าหนกับรรทุกของตวัเองปลายดา้นหน่ึงของอิลาสติกคาวางอยูบ่นจุดรองรับแบบสปริงหมุน 
ในขณะท่ีปลายอีกดา้นหน่ึงวางอยูบ่นจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทานโดยก าหนดค่าเร่ิมตน้ ts  , k  และ 

L  ส าหรับหาค่าผลเฉลยของ , , , ,A ABts w R N  และ AQ    
 
function VAL_self 
% overhanging beam with self-weight   
clear 
global st pl beta k 
 
format long 
 
st=input('length of curve (st)'); 
k=input('Rotation spring stiffness (k spring)');  
v(1)=input('approximate Angle (ceta0) '); 
v(2)=input('approximate Distributed load (w)'); 
v(3)=input('approximate reaction at support B (Rb)'); 
v(4)=input('approximate Normal force (N)'); 
v(5)=input('approximate Shear force (QA)'); 
 
beta=input('Beta L (Beta)'); 
pl=input('Plot configuration shapes (yes (1), no (0))= '); 
 
lim=input('Limitation= '); 
inc=input('Increment= '); 
fid=fopen('Output_overhang.txt','wt'); 
fprintf(fid,'Output of overhang\n'); 
fprintf(fid,'st            ceta0               w               Rb               Nb              Q\n'); 
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i=0;   
 
dv=0.0001; 
 
while (st<lim) 
    v0=[v(1) v(2) v(3) v(4) v(5)]; 
    options=optimset(optimset('fsolve'),'MaxFunEvals',1000,'TolFun',1e-15,'TolX',1.0e-15); 
    [v fval]=fsolve('score_VAL',v0,options); 
    test=max(abs(fval)); 
     
while (test>1.0e-7&&i<25) 
    i=i+1; 
    v(1)=v(1)+dv;v(2)=v(2)+dv;v(3)=v(3)+dv;v(4)=v(4)+dv;v(5)=v(5)+dv; 
    v0=[v(1) v(2) v(3) v(4) v(5)]; 
    [v fval]=fsolve('score_VAL',v0,options); 
end 
 
fprintf(fid,'%12 . 9 f         %12 . 9 f           %12 . 9 f         %12 . 9 f           %12 . 9 f            
%12.9f\n',st,v(1),v(2),v(3),v(4)); 
st=st+inc ;  
end 
 
        
fclose(fid) 
end 
 
function r=score_VAL(v) 
global st pl beta  w k 
b=zeros(2,1); 
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r=zeros(5,1); 
c=zeros(6,1); 
 
ceta0=v(1); 
w=v(2); 
RB=v(3); 
N=v(4); 
Q=v(5); 
 
 
odeoptions=odeset('RelTol',1.0e-6,'AbsTol',1.0e-7); 
[x1 y1]=ode45('goveqs_self',[0 st],[N Q k*ceta0 ceta0 0 0],odeoptions); 
 
lastrow1=size(y1,1); 
 
b(1)=y1(lastrow1,1); 
b(2)=y1(lastrow1,2); 
b(3)=y1(lastrow1,3); 
b(4)=y1(lastrow1,4); 
b(5)=y1(lastrow1,5); 
b(6)=y1(lastrow1,6); 
 
Nb=b(1); 
Qb=b(2); 
Mb=b(3); 
cetab=b(4); 
xb=b(5); 
yb=b(6); 
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st2=(1+beta); 
 
[x2 y2]=ode45('goveqs_self',[st st2],[Nb RB+Qb Mb cetab xb yb],odeoptions); 
 
lastrow2=size(y2,1); 
 
c(1)=y2(lastrow2,1); 
c(2)=y2(lastrow2,2); 
c(3)=y2(lastrow2,3); 
%c(4)=y2(lastrow2,4); 
%c(5)=y2(lastrow2,5); 
%c(6)=y2(lastrow2,6); 
 
 
 
if (pl==1) 
    figure(1) 
    hold on; 
    title ('Equilibrium shape'); 
    plot(y1(:,5),y1(:,6)); 
     plot(y2(:,5),y2(:,6)); 
    axis on; 
    axis equal; 
    grid on; 
end 
     
r(1)=y1(lastrow1,5)-1; 
r(2)=y1(lastrow1,6);       
r(3)=y2(lastrow2,1); 
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r(4)=y2(lastrow2,2); 
r(5)=y2(lastrow2,3); 
 
 
end 
 
function dydx=goveqs_self(x,y) 
global  w  
dydx=zeros(6,1); 
 
 
dydx(1)=-(y(2))*(y(3))+w*sin(y(4));        % Normal force (N) 
dydx(2)=((y(1))*(y(3)))-w*cos(y(4));       % Shear force (Q) 
dydx(3)=y(2);                    % Bending moment (M) 
dydx(4)=y(3);                     % Theta 
dydx(5)=cos(y(4));                % x 
dydx(6)=sin(y(4));                % y  
 
end 
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ตวัอยา่งค าสั่งส าหรับการค านวณ วธีิยงิเป้า โดยใช ้MATLAB กรณีจุดรองรับแบบยดึแน่น 
หาผลเฉลย ปลายยื่นของอิลาสติกคาท่ีมีความยาวส่วนโคง้แปรเปล่ียนได ้โดยมีแรงกระท า

ภายใตน้ ้ าหนักบรรทุกของตวัเองปลายด้านหน่ึงของอิลาสติกคาวางอยู่บนจุดรองรับแบบยึดแน่น 
ในขณะท่ีปลายอีกดา้นหน่ึงวางอยู่บนจุดรองรับแบบไร้แรงเสียดทานโดยก าหนดค่าเร่ิมตน้ ts  และ 
  ส าหรับหาค่าผลเฉลยของ , , , ,A At Bs M w R N  และ AQ    

 
function VALFIX_self 
% overhanging beam with self-weight  
clear 
global st pl beta  
  
format long 
  
st=input('length of curve (st)'); 
k=input('Rotation spring stiffness (k spring)');  
v(1)=input('approximate Moment (Ma) '); 
v(2)=input('approximate Distributed load (w)'); 
v(3)=input('approximate reaction at support B (Rb)'); 
v(4)=input('approximate Normal force (N)'); 
v(5)=input('approximate Shear force (QA)'); 
  
beta=input('Beta L (Beta)'); 
pl=0; 
%pl=input('Plot configuration shapes (yes (1), no (0))= '); 
  
lim=input('Limitation= '); 
inc=input('Increment= '); 
fid=fopen('Output_overhang.txt','wt'); 
fprintf(fid,'Output of overhang\n'); 
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fprintf(fid,'st            ceta0               w               Rb               Nb              Q\n'); 
i=0;   
  
dv=0.01; 
  
  
while (st<lim) 
    v0=[v(1) v(2) v(3) v(4) v(5)]; 
    options=optimset(optimset('fsolve'),'MaxFunEvals',1000,'TolFun',1e-15,'TolX',1.0e-15); 
    [v fval]=fsolve('score_VALFIX',v0,options); 
    test=max(abs(fval)); 
     
while (test>1.0e-7&&i<25) 
    i=i+1; 
    v(1)=v(1)+dv;v(2)=v(2)+dv;v(3)=v(3)+dv;v(4)=v(4)+dv;v(5)=v(5)+dv; 
    v0=[v(1) v(2) v(3) v(4) v(5)]; 
    [v fval]=fsolve('score_VALFIX',v0,options); 
end 
  
fprintf(fid,'%12.9f         %12.9f           %12.9f         %12.9f           %12.9f            
%12.9f\n',st,v(1),v(2),v(3),v(4)); 
st=st+inc ;  
end 
  
        
fclose(fid) 
end 
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function r=score_VALFIX(v) 

global st pl beta  w  

b=zeros(2,1); 

r=zeros(5,1); 

c=zeros(6,1); 

 

M=v(1); 

w=v(2); 

RB=v(3); 

N=v(4); 

Q=v(5); 

 

 

odeoptions=odeset('RelTol',1.0e-6,'AbsTol',1.0e-7); 

[x1 y1]=ode45('goveqs_self',[0 st],[N Q M 0 0 0],odeoptions); 

 

lastrow1=size(y1,1); 

 

b(1)=y1(lastrow1,1); 

b(2)=y1(lastrow1,2); 

b(3)=y1(lastrow1,3); 

b(4)=y1(lastrow1,4); 

b(5)=y1(lastrow1,5); 

b(6)=y1(lastrow1,6); 

 

Nb=b(1); 

Qb=b(2); 
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Mb=b(3); 

cetab=b(4); 

xb=b(5); 

yb=b(6); 

 

st2=(1+beta); 

 

[x2 y2]=ode45('goveqs_self',[st st2],[Nb RB+Qb Mb cetab xb yb],odeoptions); 

 

lastrow2=size(y2,1); 

 

c(1)=y2(lastrow2,1); 

c(2)=y2(lastrow2,2); 

c(3)=y2(lastrow2,3); 

%c(4)=y2(lastrow2,4); 

%c(5)=y2(lastrow2,5); 

%c(6)=y2(lastrow2,6); 

 

 

 

if (pl==1) 

    figure(1) 

    hold on; 

    title ('Equilibrium shape'); 

    plot(y1(:,5),y1(:,6)); 

     plot(y2(:,5),y2(:,6)); 

    axis on; 
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    axis equal; 

    grid on; 

end 

     

r(1)=y1(lastrow1,5)-1; 

r(2)=y1(lastrow1,6);       

r(3)=y2(lastrow2,1); 

r(4)=y2(lastrow2,2); 

r(5)=y2(lastrow2,3); 

 

 

end 

 

function dydx=goveqs_self(x,y) 

global  w  

dydx=zeros(6,1); 

 

 

dydx(1)=-(y(2))*(y(3))+w*sin(y(4));        % Normal force (N) 

dydx(2)=((y(1))*(y(3)))-w*cos(y(4));       % Shear force (Q) 

dydx(3)=y(2);                    % Bending moment (M) 

dydx(4)=y(3);                     % Theta 

dydx(5)=cos(y(4));                % x 

dydx(6)=sin(y(4));                % y  

 

end 
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ภาคผนวก ค 
ผลการค านวณเชิงตวัเลข 
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ตารางที ่ค.1  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.25, k  = 0 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.20757 5.133468 4.036279 -0.21329 2.54637 
1.02 -0.29083 6.530333 5.173756 -0.37458 3.416142 
1.03 -0.35318 7.245918 5.789908 -0.49284 3.984184 
1.04 -0.40464 7.62885 6.152682 -0.57617 4.395283 
1.05 -0.44915 7.821492 6.370504 -0.63139 4.707994 
1.06 -0.48871 7.896924 6.498599 -0.66411 4.952957 
1.07 -0.52455 7.897066 6.568442 -0.67885 5.148449 
1.08 -0.55743 7.847622 6.59924 -0.67925 5.3063 
1.09 -0.58792 7.765075 6.603273 -0.66824 5.434617 
1.10 -0.61641 7.660351 6.588664 -0.64817 5.539197 
1.11 -0.64319 7.54087 6.560935 -0.62095 5.62433 
1.12 -0.66849 7.411771 6.523916 -0.58809 5.69328 
1.13 -0.6925 7.276668 6.480316 -0.55086 5.748585 
1.14 -0.71536 7.138127 6.432072 -0.51026 5.792261 
1.15 -0.73721 6.99799 6.380589 -0.46712 5.825936 
1.16 -0.75812 6.857582 6.326898 -0.42212 5.850944 
1.17 -0.7782 6.717861 6.271755 -0.37583 5.868391 
1.18 -0.79752 6.579514 6.215724 -0.3287 5.879206 
1.19 -0.81613 6.443035 6.159224 -0.2811 5.884176 
1.20 -0.83409 6.308774 6.102567 -0.23336 5.883976 
1.21 -0.85145 6.17697 6.045988 -0.18573 5.879186 
1.22 -0.86826 6.047786 5.989661 -0.13842 5.870311 
1.23 -0.88454 5.921321 5.933714 -0.0916 5.857791 
1.24 -0.90033 5.797632 5.878244 -0.04542 5.842013 

1.249 -0.91551 5.677936 5.823866 -0.00045 5.82352 
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ตารางที ่ค.2  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.25, k  = 5 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.12666 8.446363 6.01511 -0.56298 4.765123 
1.02 -0.17509 10.70977 7.632533 -1.02861 6.32964 
1.03 -0.20997 11.85132 8.464277 -1.40875 7.317636 
1.04 -0.23779 12.45305 8.923445 -1.7168 8.011691 
1.05 -0.26109 12.75197 9.176343 -1.96523 8.526568 
1.06 -0.28122 12.86851 9.306365 -2.16479 8.921911 
1.07 -0.29897 12.87067 9.359976 -2.32439 9.232762 
1.08 -0.31487 12.79939 9.364763 -2.4513 9.481334 
1.09 -0.32926 12.68036 9.337821 -2.5514 9.682476 
1.10 -0.34241 12.53024 9.290091 -2.62945 9.846529 
1.11 -0.35451 12.3601 9.228738 -2.68928 9.980933 
1.12 -0.36571 12.17742 9.158548 -2.73401 10.09119 
1.13 -0.37612 11.98732 9.082761 -2.76619 10.18147 
1.14 -0.38584 11.79335 9.003592 -2.78789 10.255 
1.15 -0.39494 11.59802 8.92257 -2.80084 10.3143 
1.16 -0.40349 11.40304 8.840747 -2.80644 10.3614 
1.17 -0.41153 11.20965 8.758854 -2.80587 10.39796 
1.18 -0.41912 11.01868 8.677389 -2.80012 10.42532 
1.19 -0.42629 10.83072 8.596691 -2.79001 10.4446 
1.20 -0.43308 10.64614 8.516984 -2.77622 10.45677 
1.21 -0.43951 10.46522 8.438413 -2.75936 10.46261 
1.22 -0.44562 10.28808 8.361063 -2.7399 10.46281 
1.23 -0.45141 10.11482 8.284977 -2.71828 10.45797 
1.24 -0.45692 9.945442 8.210173 -2.69485 10.44859 

1.249 -0.46165 9.796314 8.143939 -2.67247 10.43666 
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ตารางที ่ค.3  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.25, k  = 10 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.09026 9.811022 6.823304 -0.83056 5.670954 
1.02 -0.12391 12.38846 8.612984 -1.52346 7.469529 
1.03 -0.14768 13.65705 9.507527 -2.09566 8.56908 
1.04 -0.1663 14.30227 9.983227 -2.56639 9.31675 
1.05 -0.18167 14.60252 10.23099 -2.95351 9.853744 
1.06 -0.19476 14.69823 10.34564 -3.27228 10.25303 
1.07 -0.20617 14.66792 10.37934 -3.53523 10.55702 
1.08 -0.21628 14.55827 10.36261 -3.75248 10.79225 
1.09 -0.22535 14.39823 10.31407 -3.93214 10.97617 
1.10 -0.23355 14.2063 10.24541 -4.08072 11.12074 
1.11 -0.24104 13.99458 10.16415 -4.20345 11.23443 
1.12 -0.24791 13.77115 10.07522 -4.30456 11.32339 
1.13 -0.25425 13.54144 9.981873 -4.38747 11.39221 
1.14 -0.26012 13.30915 9.886281 -4.45499 11.44438 
1.15 -0.26558 13.07683 9.789896 -4.50943 11.4826 
1.16 -0.27067 12.84619 9.693684 -4.55268 11.50901 
1.17 -0.27542 12.61843 9.598286 -4.58635 11.52531 
1.18 -0.27987 12.39434 9.504114 -4.61174 11.5329 
1.19 -0.28405 12.17442 9.411425 -4.62999 11.5329 
1.20 -0.28798 11.959 9.32037 -4.64204 11.52627 
1.21 -0.29167 11.74827 9.231026 -4.64869 11.5138 
1.22 -0.29514 11.54231 9.143417 -4.65062 11.49617 
1.23 -0.29842 11.34114 9.057535 -4.64844 11.47395 
1.24 -0.30151 11.1447 8.973347 -4.64264 11.44764 

1.249 -0.30414 10.97191 8.898988 -4.63469 11.42082 
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ตารางที ่ค.4  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.25, k  = 100 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.01435 12.44354 8.367664 -1.5632 7.378072 
1.02 -0.0194 15.56124 10.44987 -2.8387 9.505207 
1.03 -0.02281 17.00565 11.42767 -3.87392 10.68776 
1.04 -0.02537 17.67282 11.90376 -4.71528 11.4131 
1.05 -0.02742 17.92355 12.11682 -5.40227 11.87844 
1.06 -0.02911 17.93644 12.18279 -5.96659 12.18334 
1.07 -0.03055 17.80896 12.16362 -6.43294 12.38375 
1.08 -0.0318 17.59745 12.09443 -6.82047 12.51328 
1.09 -0.0329 17.3358 11.99588 -7.14398 12.59315 
1.10 -0.03388 17.04501 11.88049 -7.41502 12.63723 
1.11 -0.03476 16.73835 11.75595 -7.64262 12.65491 
1.12 -0.03555 16.42433 11.62709 -7.83394 12.65272 
1.13 -0.03627 16.10846 11.49692 -7.99471 12.63529 
1.14 -0.03693 15.79432 11.36732 -8.12954 12.60599 
1.15 -0.03753 15.48422 11.23945 -8.24219 12.56733 
1.16 -0.03809 15.17963 11.11399 -8.33573 12.52119 
1.17 -0.0386 14.88146 10.99133 -8.41272 12.46902 
1.18 -0.03908 14.59021 10.87166 -8.47529 12.41194 
1.19 -0.03951 14.30615 10.75502 -8.52523 12.35085 
1.20 -0.03992 14.02938 10.64138 -8.56406 12.28646 
1.21 -0.0403 13.75985 10.53068 -8.59307 12.21933 
1.22 -0.04064 13.49746 10.42279 -8.61336 12.14994 
1.23 -0.04097 13.24204 10.3176 -8.62589 12.07866 
1.24 -0.04127 12.99339 10.21496 -8.6315 12.00582 

1.249 -0.04152 12.77521 10.12465 -8.63122 11.93915 
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ตารางที่  ค .5  ความสัมพันธ์ระหว่าง  , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี    = 0.25,  
k  = 1,000 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.00152 12.86228 8.611168 -1.70677 7.642492 
1.02 -0.00205 16.05887 10.73551 -3.09001 9.804806 
1.03 -0.00241 17.52397 11.72248 -4.20615 10.98341 
1.04 -0.00267 18.18833 12.19535 -5.10883 11.68987 
1.05 -0.00288 18.42607 12.40038 -5.84293 12.13068 
1.06 -0.00305 18.42179 12.45671 -6.44391 12.40948 
1.07 -0.0032 18.27575 12.42773 -6.93916 12.58413 
1.08 -0.00333 18.04565 12.34916 -7.34972 12.68908 
1.09 -0.00344 17.76603 12.24189 -7.69174 12.74588 
1.10 -0.00354 17.45814 12.11848 -7.97774 12.7685 
1.11 -0.00363 17.13534 11.98662 -8.21748 12.7663 
1.12 -0.0037 16.80614 11.85108 -8.41866 12.74571 
1.13 -0.00378 16.47602 11.71479 -8.5874 12.71129 
1.14 -0.00384 16.14848 11.57959 -8.72862 12.66628 
1.15 -0.0039 15.82577 11.44656 -8.84633 12.61309 
1.16 -0.00396 15.50928 11.31634 -8.94381 12.5535 
1.17 -0.00401 15.19985 11.18925 -9.02377 12.48887 
1.18 -0.00406 14.89795 11.06545 -9.08846 12.42024 
1.19 -0.0041 14.60379 10.94495 -9.13978 12.34842 
1.20 -0.00414 14.3174 10.82768 -9.17934 12.27406 
1.21 -0.00418 14.03871 10.71355 -9.2085 12.19767 
1.22 -0.00421 13.76757 10.60242 -9.22844 12.11967 
1.23 -0.00424 13.50377 10.49414 -9.24017 12.04037 
1.24 -0.00427 13.2471 10.38856 -9.24455 11.96007 

1.249 -0.0043 13.02197 10.29573 -9.24286 11.88713 
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ตารางที ่ค.6  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.50, k  = 0 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.23765 10.36026 11.53752 0.615858 3.974517 
1.02 -0.32974 12.60089 13.93917 0.556788 5.102252 
1.03 -0.39525 12.92558 14.26609 0.14538 5.648532 
1.04 -0.44636 12.40077 13.71675 -0.336 5.908465 
1.05 -0.48862 11.6062 12.91138 -0.74015 6.029925 
1.06 -0.5252 10.8006 12.11339 -1.03474 6.088211 
1.07 -0.5579 10.06884 11.40311 -1.23474 6.117693 
1.08 -0.58779 9.426001 10.79083 -1.36355 6.133125 
1.09 -0.6155 8.86488 10.26589 -1.44095 6.140778 
1.10 -0.64147 8.373231 9.813784 -1.48151 6.143364 
1.15 -0.75286 6.606788 8.258007 -1.40518 6.107114 
1.20 -0.84382 5.476305 7.324453 -1.16601 6.009576 
1.25 -0.92137 4.659272 6.677885 -0.90671 5.868332 
1.30 -0.98911 4.025044 6.187091 -0.66605 5.698101 
1.35 -1.04925 3.510258 5.791019 -0.4548 5.510226 
1.40 -1.10325 3.079758 5.457563 -0.2746 5.312953 
1.45 -1.15217 2.711987 5.168285 -0.12386 5.112134 
1.49 -1.18819 2.453191 4.960915 -0.02276 4.951726 

1.499 -1.19594 2.398662 4.916726 -0.00223 4.915848 
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ตารางที ่ค.7  ความสัพพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.50, k  = 5 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.15959 19.82112 21.23599 3.000215 8.18802 
1.02 -0.22173 25.94854 27.39697 4.036719 10.9489 
1.03 -0.26508 28.24032 29.40207 3.640222 12.44035 
1.04 -0.29636 27.68208 28.48067 2.192849 13.0208 
1.05 -0.31776 25.17933 25.71371 0.258424 12.90052 
1.06 -0.33182 22.0691 22.50688 -1.4635 12.41515 
1.07 -0.34216 19.37926 19.83388 -2.6431 11.90113 
1.08 -0.35114 17.31959 17.83703 -3.37622 11.48802 
1.09 -0.3596 15.75442 16.34897 -3.83034 11.1768 
1.10 -0.36776 14.5336 15.20845 -4.11692 10.94167 
1.15 -0.40439 10.9499 12.00561 -4.54658 10.31105 
1.20 -0.43404 9.06112 10.45174 -4.46867 9.982948 
1.25 -0.45772 7.800309 9.485954 -4.28317 9.71394 
1.30 -0.47659 6.854859 8.799903 -4.07732 9.450562 
1.35 -0.49154 6.097144 8.269652 -3.87713 9.180528 
1.40 -0.50328 5.463773 7.835627 -3.69102 8.902499 
1.45 -0.51233 4.918746 7.465787 -3.52135 8.61803 
1.49 -0.51791 4.530877 7.203359 -3.39758 8.387161 

1.499 -0.51898 4.44852 7.147656 -3.37116 8.334918 
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ตารางที ่ค.8  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.50, k  = 10 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.11864 24.07742 25.60424 4.24308 10.25802 
1.02 -0.16537 32.16641 33.68564 5.833755 13.97184 
1.03 -0.19785 35.86659 36.98242 5.643862 16.09816 
1.04 -0.22112 36.129 36.70662 4.040832 17.01554 
1.05 -0.2363 33.44728 33.56625 1.422142 16.83733 
1.06 -0.24383 28.85382 28.77187 -1.4457 15.80244 
1.07 -0.24659 24.31705 24.28474 -3.59071 14.54821 
1.08 -0.2485 20.95869 21.06747 -4.83693 13.56505 
1.09 -0.25093 18.60236 18.85814 -5.53501 12.87735 
1.10 -0.25389 16.88471 17.27571 -5.94407 12.38979 
1.15 -0.27091 12.31022 13.24 -6.54038 11.199 
1.20 -0.28614 10.08182 11.4382 -6.50059 10.65289 
1.25 -0.2983 8.630851 10.35345 -6.32914 10.25388 
1.30 -0.30768 7.552784 9.595169 -6.12178 9.896059 
1.35 -0.31473 6.691354 9.014117 -5.90706 9.549791 
1.40 -0.31984 5.971306 8.54066 -5.69539 9.20633 
1.45 -0.32333 5.350685 8.138129 -5.49095 8.863427 
1.49 -0.32512 4.907941 7.852813 -5.33382 8.589294 

1.499 -0.32541 4.813777 7.792279 -5.2993 8.527643 
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ตารางที ่ค.9  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,A Bts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.50, k  = 100 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.02082 32.84135 34.57497 6.5624 15.1226 
1.02 -0.02941 45.20039 46.82134 8.758005 21.44112 
1.03 -0.03531 52.0492 53.02888 8.616488 25.32105 
1.04 -0.03942 54.59599 54.70899 6.756918 27.23532 
1.05 -0.04198 53.19284 52.43876 3.536714 27.28056 
1.06 -0.04289 47.87585 46.49645 -0.71997 25.40676 
1.07 -0.04188 39.00628 37.55236 -5.29856 21.71379 
1.08 -0.03977 30.14574 29.16515 -8.40286 17.85981 
1.09 -0.03837 24.67851 24.17133 -9.68037 15.51885 
1.10 -0.03772 21.40528 21.23873 -10.2005 14.1723 
1.15 -0.03781 14.50156 15.28645 -10.608 11.58675 
1.20 -0.03888 11.6343 13.02513 -10.4121 10.60769 
1.25 -0.03981 9.845213 11.7286 -10.1202 9.97085 
1.30 -0.04049 8.537428 10.8418 -9.79607 9.455354 
1.35 -0.04092 7.499702 10.16942 -9.45849 8.995931 
1.40 -0.04114 6.634767 9.624328 -9.11615 8.568049 
1.45 -0.04119 5.88973 9.162061 -8.77404 8.160688 
1.49 -0.04111 5.357826 8.834886 -8.50268 7.84547 

1.499 -0.04108 5.244601 8.765524 -8.44206 7.775599 
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ตารางที่  ค .10 ความสัมพันธ์ระหว่าง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี    = 0.50,  
k  = 1,000 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.00225 34.31884 36.08063 6.878612 16.03699 
1.02 -0.00319 47.44551 49.07067 9.061206 22.89904 
1.03 -0.00383 54.86161 55.80168 8.826818 27.14313 
1.04 -0.00428 57.82499 57.84391 6.863793 29.25838 
1.05 -0.00455 56.70869 55.79765 3.562639 29.35497 
1.06 -0.00464 51.53068 49.91954 -0.76085 27.38821 
1.07 -0.00452 42.32824 40.5723 -5.5416 23.34028 
1.08 -0.00424 32.16133 30.93572 -9.03361 18.71748 
1.09 -0.00405 25.80316 25.14642 -10.4238 15.89223 
1.10 -0.00395 22.15678 21.89287 -10.9336 14.34406 
1.15 -0.00392 14.81344 15.58095 -11.235 11.51604 
1.20 -0.00402 11.84628 13.24731 -10.989 10.47823 
1.25 -0.00411 10.00671 11.91842 -10.6637 9.812218 
1.30 -0.00417 8.665414 11.01209 -10.3111 9.279607 
1.35 -0.00421 7.602398 10.32584 -9.94686 8.809936 
1.40 -0.00422 6.71697 9.769882 -9.57846 8.376305 
1.45 -0.00422 5.954551 9.298584 -9.21062 7.966309 
1.49 -0.00421 5.410311 8.965112 -8.91889 7.650589 

1.499 -0.00421 5.294462 8.894427 -8.8537 7.580759 
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ตารางที ่ค.11  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.75, k  = 0 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.19557 24.63776 37.38946 15.07516 5.509215 
1.02 -0.31569 41.45322 61.40138 26.76223 7.703318 
1.03 -0.39683 56.62398 82.26595 36.9088 9.137234 
1.04 -0.46085 70.8454 101.239 46.06332 10.21373 
1.05 -0.51472 83.77474 117.9731 54.0302 11.04063 
1.06 -0.56174 94.78426 131.7192 60.42922 11.6576 
1.07 -0.6038 103.2093 141.697 64.87757 12.0831 
1.08 -0.64212 108.5179 147.3253 67.1044 12.33096 
1.09 -0.67757 110.4272 148.3672 67.02009 12.4173 
1.10 -0.71083 108.9485 144.9712 64.73165 12.36285 
1.11 -0.74245 104.3497 137.6065 60.5039 12.19238 
1.12 -0.77292 97.05227 126.9168 54.68074 11.93254 
1.13 -0.80274 87.48332 113.5265 47.58484 11.60888 
1.14 -0.83246 75.87755 97.79324 39.39282 11.24192 
1.15 -0.86293 61.83503 79.26843 29.86385 10.83767 
1.16 -0.89667 39.94876 51.32466 15.62829 10.26169 
1.17 -0.84341 7.936277 12.24771 -1.70241 7.190637 
1.20 -0.87637 5.843458 9.672104 -1.81397 6.604471 
1.30 -1.00155 3.531515 6.941054 -1.26104 5.85318 
1.40 -1.09908 2.598323 5.908199 -0.81892 5.412274 
1.50 -1.1993 1.874519 5.118852 -0.43511 4.933871 
1.60 -1.27624 1.409722 4.600325 -0.20223 4.536425 
1.70 -1.34265 1.052079 4.185443 -0.05124 4.173421 

1.7499 -1.37252 0.901603 4.005192 -8.79E-05 4.005175 
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ตารางที ่ค.12  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.75, k  = 5 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.13349 32.48774 48.54207 20.66604 9.606418 
1.03 -0.28176 79.37029 113.3308 52.03224 20.88653 
1.05 -0.37146 119.3023 165.3435 76.69118 29.19929 
1.07 -0.43897 149.2348 201.7941 93.11631 35.39999 
1.09 -0.49124 163.2125 215.9348 98.0808 39.04507 
1.10 -0.51262 163.54 214.1765 96.13918 39.8483 
1.11 -0.53118 159.8186 207.2575 91.67402 40.00916 
1.12 -0.54716 152.6964 196.1423 85.20573 39.59209 
1.13 -0.56078 142.9389 181.906 77.29626 38.67631 
1.14 -0.57222 131.2895 165.5572 68.45912 37.34146 
1.15 -0.58162 118.3622 147.9081 59.09613 35.65365 
1.16 -0.58898 104.5658 129.4917 49.45859 33.65114 
1.17 -0.59414 90.0275 110.4823 39.61032 31.32283 
1.18 -0.59633 74.38956 90.47082 29.3158 28.5488 
1.19 -0.59216 55.53163 66.99325 17.29353 24.75096 
1.20 -0.47075 10.98075 15.59934 -5.73891 11.26064 
1.21 -0.46633 9.676749 14.1237 -5.79834 10.69981 
1.30 -0.47877 5.879765 9.912495 -5.17224 9.133405 
1.40 -0.49847 4.326672 8.358214 -4.55474 8.392394 
1.50 -0.51121 3.358847 7.45896 -4.09703 7.775546 
1.60 -0.51749 2.644031 6.816119 -3.74381 7.19371 
1.70 -0.51846 2.070624 6.308462 -3.46328 6.63171 
1.74 -0.51756 1.867849 6.131286 -3.36698 6.411344 

1.7499 -0.51724 1.819515 6.089336 -3.34437 6.357147 
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ตารางที ่ค.13  ความสัมพนัธ์ระหวา่ง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.75, k  = 10 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -0.10198 36.3224 53.93501 23.19583 11.95772 
1.02 -0.1718 65.04597 94.01775 42.29897 20.95306 
1.03 -0.22062 90.73045 128.7047 58.62504 28.45968 
1.04 -0.26064 115.0591 160.7 73.47868 35.30974 
1.05 -0.29505 137.5875 189.5426 86.61482 41.55895       

1.20 -0.31754 13.09244 18.03544 -8.19922 12.30244 
1.25 -0.30368 8.007492 12.44355 -7.78065 9.97539 
1.30 -0.30682 6.405107 10.75291 -7.27625 9.287963 
1.35 -0.31087 5.407086 9.76406 -6.86791 8.825449 
1.40 -0.31423 4.671215 9.073238 -6.52231 8.437534 
1.45 -0.3166 4.082738 8.542459 -6.21967 8.082028 
1.50 -0.31797 3.589304 8.109387 -5.94843 7.743688 
1.55 -0.31841 3.16248 7.741415 -5.70138 7.416226 
1.60 -0.318 2.784873 7.419861 -5.47376 7.096742 
1.65 -0.31681 2.444868 7.133341 -5.26228 6.783678 
1.70 -0.31492 2.13416 6.874622 -5.06457 6.475983 
1.74 -0.31293 1.902425 6.684432 -4.91514 6.233094 

1.7499 -0.31238 1.847034 6.639432 -4.87925 6.173369 
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ตารางที่  ค .14  ความสัมพันธ์ระหว่าง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี    = 0.75,  
k  = 100 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.001 -0.00024 3.320359 5.124708 0.772795 0.744737 
1.005 -0.00527 16.69066 25.29043 9.448265 5.687591 
1.01 -0.01948 45.4431 66.62605 28.51913 18.58696 

1.018 -0.03192 76.96926 110.2199 47.45757 33.20876 
      

1.21 -0.04237 13.31819 18.59364 -12.9238 10.94862 
1.25 -0.04003 9.02838 14.00997 -11.6867 9.114444 
1.30 -0.03978 7.115113 12.04522 -10.8354 8.354405 
1.35 -0.03983 5.951538 10.92988 -10.2136 7.857187 
1.40 -0.03986 5.096817 10.15689 -9.69513 7.446427 
1.45 -0.0398 4.412858 9.563707 -9.235 7.076092 
1.50 -0.03963 3.838294 9.079071 -8.81291 6.729423 
1.55 -0.03937 3.340131 8.666436 -8.41837 6.398961 
1.60 -0.03902 2.898212 8.305215 -8.0454 6.080713 
1.65 -0.03858 2.499013 7.983069 -7.6903 5.772078 
1.70 -0.03807 2.132783 7.692307 -7.35057 5.471029 
1.71 -0.03796 2.062809 7.637453 -7.28429 5.411569 
1.72 -0.03784 1.9938 7.583623 -7.21855 5.352328 
1.73 -0.03772 1.925708 7.530791 -7.15332 5.29329 
1.74 -0.0376 1.858484 7.478931 -7.0886 5.234442 

1.7499 -0.03748 1.792746 7.428527 -7.02500 5.176355 
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ตารางที่  ค .15  ความสัมพันธ์ระหว่าง , , , , ,AA ABts w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี    = 0.75,  
k  = 1,000 

ts   A   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.001 2.47E-05 3.323514 5.130216 0.773919 0.744666 
1.005 -0.00055 16.78672 25.41791 9.509085 5.798032 
1.01 -0.00214 47.16615 69.00173 29.38649 20.02632 

      

1.21 -0.00439 13.72839 19.08459 -13.6317 10.7764 
1.25 -0.00412 9.164955 14.22746 -12.2245 8.8717 
1.30 -0.00409 7.206108 12.22118 -11.3135 8.116862 
1.35 -0.00409 6.019187 11.08696 -10.6555 7.624423 
1.40 -0.00408 5.147991 10.30164 -10.108 7.218304 
1.45 -0.00407 4.450973 9.699082 -9.62208 6.853002 
1.50 -0.00405 3.865449 9.2067 -9.17583 6.511897 
1.55 -0.00402 3.357752 8.787386 -8.75824 6.187484 
1.60 -0.00398 2.907319 8.420269 -8.36307 5.875652 
1.65 -0.00393 2.500345 8.092868 -7.98648 5.573665 
1.70 -0.00388 2.126868 7.797415 -7.62587 5.279362 
1.74 -0.00383 1.847035 7.580673 -7.3476 5.048157 

1.7499 -0.00382 1.779952 7.529487 -7.28002 4.991394 
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ตารางที่ ค.16  ความสัมพันธ์ระหว่าง , , , , , ,A A ABts M w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.25  
k  = อนนัต ์(Fixed support) 

ts   AM   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.01 -1.53139 12.91146 8.639721 -1.72413 7.673386 
1.02 -2.06414 16.1172 10.76894 -3.12026 9.839503 
1.03 -2.42017 17.58461 11.75692 -4.24597 11.01733 
1.04 -2.68616 18.24855 12.22936 -5.15585 11.72131 
1.05 -2.89696 18.48469 12.43341 -5.89542 12.15902 
1.06 -3.07057 18.47833 12.48858 -6.50062 12.43459 
1.07 -3.21748 18.33007 12.45843 -6.99916 12.60607 
1.08 -3.34432 18.09776 12.37874 -7.41232 12.70803 
1.09 -3.45551 17.816 12.27043 -7.75642 12.76203 
1.10 -3.55414 17.50608 12.14607 -8.04407 12.78206 
1.11 -3.64245 17.18137 12.01335 -8.28514 12.77747 
1.12 -3.72209 16.85039 11.87701 -8.48738 12.75468 
1.13 -3.79434 16.51859 11.74001 -8.65696 12.71823 
1.14 -3.8602 16.18947 11.60415 -8.79885 12.67136 
1.15 -3.92045 15.86527 11.47051 -8.91707 12.61644 
1.16 -3.97574 15.54739 11.33972 -9.01494 12.55526 
1.17 -4.02661 15.23664 11.21212 -9.09517 12.48916 
1.18 -4.07349 14.9335 11.08783 -9.16004 12.41917 
1.19 -4.11676 14.63815 10.96687 -9.21146 12.3461 
1.20 -4.15674 14.35063 10.84918 -9.25104 12.27058 
1.21 -4.19371 14.07087 10.73465 -9.28016 12.19311 
1.22 -4.22791 13.79871 10.62313 -9.30001 12.1141 
1.23 -4.25955 13.53394 10.51449 -9.31159 12.03388 

1.249 -4.31326 13.05039 10.31543 -9.31388 11.87904 
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ตารางที่ ค.17  ความสัมพันธ์ระหว่าง , , , , , ,A A ABts M w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.50, 
k  = อนนัต ์(Fixed support) 

ts   AM   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 
1.01 -2.26817 34.49398 36.25893 6.914065 16.14737 
1.02 -3.21631 47.71284 49.33816 9.092178 23.07611 
1.03 -3.8663 55.19722 56.13213 8.844112 27.36483 
1.04 -4.31588 58.2107 58.21796 6.866982 29.50453 
1.05 -4.59134 57.12897 56.19888 3.555714 29.60718 
1.06 -4.68569 51.96942 50.33055 -0.77385 27.62953 
1.07 -4.56241 42.73784 40.94519 -5.57211 23.54249 
1.08 -4.27647 32.41476 31.15834 -9.10854 18.82489 
1.09 -4.07335 25.93994 25.26483 -10.5125 15.93604 
1.10 -3.97569 22.24621 21.97059 -11.0204 14.36252 
1.15 -3.93954 14.84958 15.61509 -11.3079 11.50577 
1.20 -4.03372 11.87069 13.27295 -11.0556 10.46134 
1.25 -4.11934 10.02525 11.94028 -10.7262 9.792093 
1.30 -4.18093 8.680067 11.03166 -10.3702 9.257637 
1.35 -4.21865 7.614125 10.34379 -10.0027 8.786912 
1.40 -4.2354 6.72633 9.786567 -9.63123 8.352744 
1.45 -4.23414 5.961907 9.314218 -9.26035 7.942567 
1.49 -4.22188 5.416248 8.980014 -8.96623 7.626886 

1.499 -4.21787 5.300097 8.909175 -8.9005 7.557083 
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ตารางที่ ค.18  ความสัมพันธ์ระหว่าง , , , , , ,A A ABts M w R N Q  โดยพิจารณาค่าคงท่ี   = 0.75,  
k  = อนนัต ์(Fixed support) 

ts   AM   w   BR   AN   AQ   
1.00 0 0 0 0 0 

1.001 0.02479 3.323874 5.130846 0.774048 0.744658 
1.002 -0.0068 5.318948 8.189853 1.781506 1.314417 
1.003 -0.08281 7.629354 11.70854 3.196663 2.087652 
1.004 -0.23766 10.9693 16.75072 5.447657 3.35616 
1.005 -0.55782 16.79715 25.4316 9.51557 5.810694 
1.006 -1.00182 24.64683 36.92276 14.90966 9.353384 
1.007 -1.37433 31.50489 46.81042 19.46487 12.56205 
1.008 -1.67616 37.33423 55.12511 23.22437 15.34085 
1.009 -1.93495 42.54713 62.50142 26.50749 17.85554 
1.01 -2.16595 47.374 69.28781 29.48749 20.20453 

      
1.21 -4.40824 13.77849 19.14405 -13.7142 10.75509 
1.25 -4.13214 9.18069 14.25256 -12.286 8.841938 
1.30 -4.09731 7.216523 12.24141 -11.368 8.087966 
1.35 -4.09647 6.0269 11.10498 -10.7058 7.596246 
1.40 -4.09422 5.153802 10.31823 -10.155 7.190796 
1.45 -4.08321 4.455282 9.714577 -9.66598 6.826195 
1.50 -4.06208 3.868498 9.221295 -9.21692 6.485842 
1.55 -4.03115 3.359707 8.801204 -8.79667 6.16223 
1.60 -3.99111 2.9083 8.433403 -8.39894 5.851235 
1.65 -3.94271 2.500437 8.105393 -8.01987 5.550106 
1.70 -3.88655 2.126131 7.809398 -7.65687 5.256668 
1.74 -3.83635 1.845665 7.592266 -7.37673 5.026149 

1.7499 -3.82322 1.778429 7.54099 -7.30869 4.969554 
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ภาคผนวก ง 
สมการของแรงที่กระท าต่อช้ินส่วนย่อยของอลิาสตกิคาที่รับแรงกระท า 
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รูปที ่ง.1  สมดุลของแรงท่ีกระท าต่อช้ินส่วนยอ่ยของอิลาสติกคา 

 

ผลรวมของแรงในแนวแกนสะเทินของช้ินส่วนยอ่ยของอิลาสติกคา  0
t

F   เป็นดงัน้ี 

   cos cos sin sin
2 2 2 2

sin 0
2

d d d d
N dN N Q dQ Q

d
wds

   




       
           

       

 
   

 

      (ง.1) 

เน่ืองจาก 

sin sin cos cos sin
2 2 2

d d d  
  
     

       
     

         (ง.2) 

cos cos cos sin sin
2 2 2

d d d  
  
     

       
     

        (ง.3) 

และเม่ือ 0
2

d 
 

 
, sin

2 2

d d    
   

   
, cos 1

2

d 
 

 
, 0

2

ds 
 

 
              (ง.4 a-d) 

แทนค่าสมการท่ี (ง.2) ในสมการท่ี (ง.1)  จะได ้

cos 2 si sin cos cos sin
2

n sin   0
2 2 22

d d d
dN Q dQ wds

d d  
 

      
 

     
         

     
 

    
 

และเม่ือพิจารณา 0
2

d
  จะได ้
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sin 0dN Qd wds                  (ง.5) 
จดัรูปใหม่ไดด้งัน้ี 

 sin
dN d

Q w
ds ds


               (ง.6) 

 

ผลรวมของแรงในแนวตั้งฉากกบัแกนสะเทินของช้ินส่วนยอ่ยของอิลาสติกคา  0
n

F   เป็นดงัน้ี 

   cos cos sin sin
2 2 2 2

   cos 0
2

d d d d
Q Q dQ N N dN

d
wds

   




       
           

       

 
   

 

      (ง.7) 

แทนค่าสมการท่ี (ง.3) ในสมการท่ี (ง.7)  จะได ้ 

cos 2 sin sin
2 2 2

  cos cos sin 0sin
2 2

d d d
dQ N d

d d

N

wds
 

 

       
       

     


    

    
   




          (ง.8) 

และเม่ือพิจารณา 0
2

d
  จะได ้

cos 0dQ Nd wds                   (ง.9) 
จดัรูปใหม่ไดด้งัน้ี 

 cos
dQ d

N w
ds ds


             (ง.10) 

 
ผลรวมของโมเมนตข์องช้ินส่วนยอ่ยของอิลาสติกคา  0M   เป็นดงัน้ี 

   cos cos 0
2 2 2 2

d ds d ds
M M dM Q Q dQ

      
          

     
     (ง.11) 

แทนค่าสมการท่ี  (ง.4 a-d)  ในสมการท่ี (ง.11)  จะได ้ 
0dM Qds              (ง.12) 

จดัรูปใหม่ไดด้งัน้ี 
dM

Q
ds

             (ง.13) 

สมการท่ี ง.6 ง.10 และง.13 เป็นสมการสมดุลของช้ินส่วนยอ่ยของอิลาสติกคา  
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ภาคผนวก จ 
ผลงานตพีมิพ์เผยแพร่ 
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