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บทคัดยอ 

 งานวิจัยนีเ้ปนการศึกษาวิธีการประยุกตใชระเบียบวิธสีมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบเอลิเมนตหลัก
รูปหลายเหลี่ยมซึ่งมีการแบงโดเมนยอยสม่ำเสมอภายในเอลิเมนตหลักออกเปนเอลิเมนตทรงสี ่หนา 
โดเมนขอบเขตของปญหาซึ่งถูกแบงออกเปนรูปหลายเหลี่ยมนั ้น ถูกสรางขึ้นมาจากการแปลงของ       
เอลิเมนตสามเหลี่ยมหรือสี่เหลี่ยมจากขั้นตอนการสรางโครงตาขายเหมือนกับวิธทีี่ใชในไฟไนทเอลิเมนต 
ภายในโดเมนสม่ำเสมอนั้น จำนวนเอลิเมนตทรงสี่หนาที่ถูกสรางขึ้น เทากับจำนวนดานของเอลิเมนตรูป
หลายเหลี่ยม 
 ปญหาที่ใชสำหรับงานวิจัยในครั้งนี้ เปนปญหาความเคนในระนาบสองมิติของคานยื่นปลาย
รับแรงเฉือนแบบพาราโบลาที่ปลายคานดานอิสระเปนตัวอยางในการสรางแบบจำลองทางคณิตศาสตร 
ทำการวิเคราะห โดยกำหนดจำนวนการแบงโครงตาขายเอลิเมนตหลักจำนวน 5 ชุด ทำการศึกษาผลการ
เปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งที่ปลายคานและหาคามาตรฐานความคลาดเคลื่อนของการเปลี่ยนตำแหนง 
โดยเปรียบเทียบผลที่ไดกับวิธีการวิเคราะหไฟไนทเอลิเมตที่ใชเอลิเมนตแบบรูปสามเหลี่ยมเชิงเสนและ
รูปทรงสี่หนาเชิงเสนคู นอกจากนี้ยังทำการวิเคราะหความเคนตั้งฉากและความเคนเฉือนที่หนาตัด
ก่ึงกลางความยาวของคาน 
 ถึงแมวาผลจากการวิเคราะหเชิงตัวเลขที่ได มีคาอยูระหวางผลจากการวิเคราะหดวยวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนตแบบ T3 และ Q4 ในชวงของโครงตาขายที่มีความละเอียดต่ำ ความแมนยำในการคำนวณ 
และเขาใกลคาทางทฤษฎีที่มากกวาวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้น เกิดขึ้นจากการใชความละเอียดมากสุดของ
โครงตาขาย ในมุมมองของผูเขียนเชื่อวา การไมตองทำ Mapping ระหวาง Physical และ Parent 
Elements รวมทั ้งความยืดหยุ นของการใชรูปหลายเหลี ่ยมสมูทไฟไนทเอลิเมนตนี ้ สามารถนำไป
ประยุกตใชกับรูปรางหรือขอบเขตของปญหาท่ีมีความซับซอนหรือในบริเวณที่มีความไมเขากันของโครง
ตาขายไดอยางมีประสิทธิภาพ 
 
คำสำคัญ : ความเคนในระนาบสองมิติ เอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม แรงเฉือนพาราโบลา สมูทไฟไนทเอลิ

เมนต การวิเคราะห 
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ABSTRACT 

 
 This research examined a polygonal cell- based smoothed finite element in 

which the smoothing domain is divided to quadrilateral elements.  Problem domain 

discretized to n- sided polygonal elements, is constructed by transformation of triangular 

or quadrilateral shape constructed from meshing procedures in a standard finite element. 

Inside the smoothing domains, the established quadrilateral elements are equal to a 

number of polygonal element sides. 

 A cantilever two- dimensional plane stress beam subjected to parabolic shear 

traction at the free end was utilized as a benchmark problem for mathematical modeling. 

A problem domain was discretized with five polygonal meshes.  The beam’ s responses 

including vertical displacement and its corresponding error norm were compared to finite 

elements using T3 and Q4 elements and analytical solutions.  Normal and shear stresses 

were also investigated as well. 

 Despite the fact that the results obtained from the method arranged between the 

results from T3 and Q4 finite element method for coarse meshes, more accurate finite 

element and close to analytical solutions can be achieved at the finest mesh.  There is no 

mapping between physical and parent elements. It can be observed that the flexibility of 

using a polygonal cell- based smoothed finite element can be employed for complex 

regions/shapes or non-matching mesh areas efficiently. 

 

Keywords: two- dimensional plane stress, n- sided polygonal element, parabolic shear 

traction, smoothed finite element, analysis 
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รูปที่ 34 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 16X4  
 ขยายสเกลแกน X ใหถึง 6 และ -6       48 
รูปที่ 35 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 24X6  49 
รูปที่ 36 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 32X8  49 
รูปที่ 37 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 40X10  50 
รูปที่ 38 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 48X12  50 
รูปที่ 39 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคาน(โครงตาขายขนาด 48X12) 51 
รูปที่ 40 ความเครียดตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคาน(โครงตาขายขนาด 48X12) 51 
รูปที่ 41 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 16X4 ขยายสเกลแกน X  
   ใหถึง 6 และ -6         52 
รูปที่ 42 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 24X6   53 
รูปที่ 43 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 32X8    53 
รูปที่ 44 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 40X10     54 
รูปที่ 45 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 48X12    54
  



บทท่ี 1 

บทนำ 

 

1.1 ความเปนมาและความสำคัญของปญหา 

 ปญหาทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรมในปจจุบันนั้น มีความสลับซับซอนมากกวาในอดีต อัน
เนื่องมาจากปจจัยหลายอยาง เชน ความตองการใชงานที่หลายหลาย ประเภทของวัสดุที่เกิดขึ้นมาใหม 
ความซับซอนซึ่งมาจากหลาย ๆ สวนดวยกัน ไดแก ความซับซอนของรูปทรงเรขาคณิตของปญหา ความ
ซับซอนของฟงกชั่นการใชงานที่ตองตอบสนองผูใชที่มีความแตกตางกัน ความซับซอนของความสัมพันธ
ที่ไมเปนแบบเชิงเสน (Nonlinear) ระหวางตัวแปร (Unknown Variables or Fields) ที่ไมทราบคากับ
ตัวแปรที่ทราบคาแลว ความสัมพันธแบบไมเชิงเสนของแรงกระทำภายนอก กรณีของการเกิดปฏิสัมพันธ
กันระหวางวัตถุทั้งสองเชนในกรณีของของไหลกับของแข็ง (Fluid-Structure Interactions) เปนตน 
ปญหาเหลานี้น ั ้น โดยทั ่วไป มักจะแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปรที ่ไมทราบคา (unknown 
variables or fields) กับสิ่งที่ทราบคาแลว (known variables or constraints) ในรูปของสมการทาง
คณิตศาสตรที่เรียกวาสมการเชิงอนุพันธ (Ordinary Differential Equations) หรือสมการเชิงอนุพันธ
ยอย (Partial Differential Equations) ในลำดับ (order) ตาง ๆ สมการเหลานั้น หากอยูในรูปที่
สามารถหาคาผลเฉลยไดดวยการแกสมการคณิตศาสตรโดยตรง เรียกผลเฉลยที่ไดวา ผลเฉลยแมนตรง 
(Exact solutions) และเรียกวิธีการหาคำตอบนั้นวาวิธีการวิเคราะหโดยตรง (Analytical Method) 
หากสมการทางคณิตศาสตรนั้นมีความซับซอนมากและไมสามารถหาผลเฉลยไดโดยตรง จำเปนตองใช
วิธีการอื่นที่เรียกวาวิธีการวิเคราะหเชิงตัวเลข (Numerical Methods) ผลเฉลยดังกลาวนั้นจะเรียกวา 
ผลเฉลยโดยประมาณ (Approximate solutions) นั่นเอง คำตอบที่ไดจากการแกปญหาดวยวิธีทาง
ตัวเลขนี้ถึงแมวาจะมีความแมนยำเพียงพอที่จะใชอธิบายพฤติกรรมทางกายภาพที่สอดคลองกับสมการ
เชิงอนุพันธของปญหาจริงนั้นก็ตาม แตก็ยังไมใชผลเฉลยที่แทจริง การลูเขาของผลเฉลยโดยประมาณไปสู
ผลเฉลยท่ีแทจริงของปญหาทางดานวิศวกรรมนั้น ขึ้นอยูกับแนวคิดและกรรมวิธีของวิธีการวิเคราะหเชิง
ตัวเลขแบบตาง ๆ นั่นเอง 

 ในอดีตที่ผานมา วิธีการวิเคราะหเชิงตัวเลขมากมายไดถูกเสนอมากมายหลายวิธี เพื่อที่จะ
แกปญหาทางวิทยาศาตรและวิศวกรรมที่นับวันจะเพิ่มความยากในการวิเคราะหมากขึ้นหรืออาจไม
สามารถวิเคราะหไดแมจากการทดลอง วิธีการเชิงตัวเลขเหลานั้น เริ่มตั้งแต วิธีไฟไนตดิฟเฟอเร็น (Finite 
Difference Method) [1] วิธีไฟไนตวอลยุม (Finite Volume Method) [2] วิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite 
Element Methods) [3-5] วิธีเอลิเมนตขอบ (Boundary Element Method) [6] วิธีสเปคตรัลเอลิ
เมนต (Spectral Element Method) [7] วิธีเมสอิสระ (Meshless Methods) [8] วิธีไฟไนทเอลิเมนต
หลายเหลี่ยม (Polygonal Finite Element Method) [9] วิธี Isogeometry Analysis [10] วิธีขอบ
ขยายไฟไนทเอลิเมนต (Scaled Boundary Finite Element Method) [11] และวิธีเอลิเมนตเสมือน 
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(Virtual Element Method) [12] เปนตน รวมทั้งวิธีการอื่น ๆ ที่กำลังถูกคิดคนพัฒนาโดยนักวิจัยทั่ว
โลกในปจจุบัน ในบรรดาวิธีการดังกลาวที่ไดกลาวถึงมาแลวนั้น วิธีไฟไนตเอลิเมนตจัดวาเปนวิธีพ้ืนฐานที่
สำคัญที่สุดของการคิดคนพัฒนาวิธีการใหมๆขึ้นมา รวมทั้งวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยการสรางความเครยีด
แบบสม่ำเสมอ (Smoothed Finite Element Method, SFEM) [13] ดวยเชนกัน ถึงแมวาจะมี
รายละเอียดปลีกยอยที ่มีความแตกตางกันบาง ขึ้นอยู กับสมมุติฐานที่เลือกใช แตหลักการสำคัญที่
เหมือนกันของวิธีการวิเคราะหเชิงตัวเลขเหลานี้ คือความพยายามในการเปลี่ยนสมการเชิงอนุพันธที่
แสดงถึงพฤติกรรมของปญหาทางกายภาพเหลานั้นซึ่งอยูในรูปของสมการอนุพันธหรือสมการอนุพันธ
ยอยลำดับตาง ๆ กัน ที่เรียกอีกชื่อหนึ่งวา “Strong Form” ใหอยูในรูปท่ีงายกวาและสามารถทำการ
อินทเกรตได ซึ่งรู จักในชื ่อเรียกวา “Weak Form” หรือ “Integral Form” อันจะทำใหสามารถ
แกปญหาเหลานั้นไดงายกวา ถึงแมวาวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะเปนที่นิยมใชกันอยางแพรหลายทั่วโลกอัน
เนื่องมาจากความสามารถในการแกปญหาไดหลากหลายของมันก็ตาม แตก็ยังมีขอดอยหรือขอจำกัดอีก
หลายอยางที่ตองไดรับการปรับปรุง ยกตัวอยางเชน ปญหาสติฟเนสที่มีความแข็งแรงเกินจริง (Overly 
Stiff) ปญหาในเรื่องของความแมนยำของคาความเคนที่ไดจากการวิเคราะห (Stress Accuracy) สำหรับ
การเลือกใชเอลิเมนต ปญหาเรื่องการเสียรูปอยางมากของเมส (Mesh Distortion) ในสภาวะการเปลี่ยน
ตำแหนงมาก ๆ (Large Displacement) ปญหาเรื่องการสรางโครงตาขาย [13] เปนตน 

 งานวิจัยนี้ มุงเนนไปท่ีการวิเคราะหศึกษาปญหาความเคนในระนาบของคานยื่นปลายใน 2 
มิติ โดยการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร MATLAB ซึ่งมีพื้นฐานอยูบนวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต ดวยการ
สรางโดเมนสม่ำเสมอหรือเอลิเมนตหลายเอลิเมนตขึ้นมาภายในโดเมนหลักของปญหา โดยเอลิเมนตหลัก
เหลานั้น เปนแบบทรงเหลี่ยมหลายหนา (n-Sided Polygonal Element) ตอไป จึงทำการแบงเอลิ
เมนตหลักเหลานั้น ออกเปนเอลิเมนตยอยตอเนื่องสม่ำเสมอ (Smoothed Elements) รูปทรงเหลี่ยมสี่
หนาเชิงเสนคู (Bilinear Quadrilateral Element, Q4) ซึ่งอยูภายในเอลิเมนตหลักตอไป ตัวอยาง
สำหรับการวิเคราะหในครั้งนี้ กำหนดใหใชคานยื่นปลาย (Cantilever Beam) รับแรงเฉือนในแนวดิ่งเปน
รูปพาราโบลา (Parabolic Traction) กระทำที่ปลายคานดานอิสระ ในขณะที่ปลายอีกดานหนึ่งถูก
ยึดแนน ผลที่ไดจากการวิเคราะห ไดแก การเปลี่ยนตำแหนงที ่ปลายคานยื่น (Tip Displacement) 
ความเคนในแนวตั้งฉากและความเคนเฉือน (Normal and Shear Stresses) จะถูกนำไปเปรียบเทียบ
กับผลเฉลยแมนตรงซึ่งไดจากการวิเคราะหทางทฤษฎีโดยตรง รวมทั้งเปรียบเทียบกับผลการวิเคราะหที่
ไดจากวิธีไฟไนทเอลิเมนตตอไป 

 การจัดเรียงเนื้อหาของวิทยานิพนธในครั้งนี้ ประกอบไปดวย บทที่ 1 บทนำ ความมุงหมาย
และวัตถุประสงค ขอบเขตของการศึกษาและผลที่คาดวาจะไดรับ บทที่ 2 กลาวถึง ทฤษฎีและงานวิจัยท่ี
เกี่ยวของ บทที่ 3 กลาวถึงวิธีการศึกษาและดำเนินงานวิจัย ผลการศึกษาและสรุปผลและขอเสนอแนะ 
จะถูกกลาวถึงในบทที่ 4 และ 5 ตามลำดับตอไป 
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1.2 ความมุงหมายและวัตถุประสงค 

 1.2.1 เพื่อศึกษาทฤษฎีการวิเคราะหปญหาความเคนในระนาบสองมิติดวยวิธี Smoothed 
Finite Element แบบทรงเหลี่ยมหลายหนา (n-Sided Polygonal Element) แบบใชการสรางโดเมน
ยอยตอเนื่องสม่ำเสมอภายในเอลิเมนตหลัก (Cell-based) 

 1.2.2 เพื่อพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรสำหรับการวิเคราะหปญหาความเคนในระนาบสอง
มิติดวยวิธี Smoothed Finite Element ซึ่งใชการสรางโดเมนยอยจากเอลิเมนตหลัก (Cell-based) 
แบบทรงเหลี่ยมหลายหนา (n-sides Polygonal Element) 

 1.2.3 เพื่อเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรง (Exact Solution) ของปญหากับการผลจากการ
วิเคราะหที่ไดจากวิธ ีSmoothed Finite Element ซึ่งใชการสรางโดเมนยอยจากเอลิเมนตหลัก (Cell-
based) แบบทรงเหลี่ยมหลายหนา (n-sides Polygonal Element) รวมทั้งเปรียบเทียบกับวิธีไฟไนทเอ
ลิเมนต 

1.3 ขอบเขตของการศึกษา 

 1.3.1 ศึกษาทฤษฎีพื้นฐานของวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตโดยการสรางโดเมนความเครียดแบบ
สม่ำเสมอยอยซึ่งอยูภายในเอลิเมนตแบบทรงเหลี่ยมหลายหนา 

 1.3.2 วิเคราะหปญหาดวยวิธีไฟไนทเอลิเมนตโดยการสรางโดเมนความเครียดแบบสม่ำเสมอ
ยอยภายในเอลิเมนตแบบทรงเหลี่ยมหลายหนา ดวยโปรแกรม MATLAB 

 1.3.3 วิเคราะหปญหาความเคนในระนาบของคานยื่นปลาย (Cantilever Beam) ใน 2 มิต ิ

1.4 ผลที่คาดวาจะไดรับ 

 1.4.1 เขาใจทฤษฎีการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต โดยการสรางความเครียดแบบสม่ำเสมอ 
ดวยวิธี Cell-based Smoothed Finite Element จากเอลิเมนตรูปทรงหลายเหลี่ยม   

 1.4.2 มีโปรแกรมคอมพิวเตอร MATLAB ตนแบบสำหรับวิเคราะหปญหาความเคนในระนาบ
2 มิติ ซึ่งสามารถพัฒนาเพ่ิมเติมตอไปสำหรับปญหาทางวิศวกรรมอ่ืน ๆ  รวมทั้งปญหาในสามมิติ 

  

  



บทท่ี 2 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกีย่วของ 

1.  

2.1  หลกัพื้นฐานของกลศาสตรของแข็ง (Fundamental Solid Mechanics) 
 
2.1.1. สมการอิลาสติค (Elasticity Equations)ของปญหาทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรม

โดยทั่วไปแลวมักจะแสดงในรูปของการเคลื่อนที่ (displacements) ความเคน (stresses) ความเครียด 
(strains) เงื ่อนไขขอบเขต (boundary conditions) เงื ่อนไขตอนเริ่มตน (initial conditions) หรือ
สมการแสดงความสัมพันธระหวางความเครียดกับความเคน (constitutive equations) โดยมี
สมมุติฐานที่สำคัญคือ คาความเครียดที่เกิดขึ้นภายในวัตถุนั้น ๆ ถอืวามีคานอยมาก (small strain) และ
ไมคำนึงถึงผลของความไมมีเสถียรภาพจากการโกงตัวดานขางมารวมดวย ปญหาเหลานั ้นใน 2 มิติ 
แทจริงแลวก็เปนการจำลองโมเดลมาจากระบบ 3 มิติ เพื่อความสะดวกในการหาคาตาง ๆ นั่นเอง 
โดยทั่วไป สามารถจำแนกออกไดเปน 3 ประเภท คือ ปญหาความเคนในระนาบ (plane stress) 
ความเครียดในระนาบ (plane strain) และปญหาความสมมาตรตามแนวแกน (axisymmetric) ตามรูป
ที่ 1, 2, และ 3 ตามลำดับ 

 

รูปท่ี 1 ปญหาการวิเคราะหความเคนในระนาบ 2 มิติ [14] 

 



14 
 

 

รูปท่ี 2 ปญหาการวิเคราะหความเครียดในระนาบ 2 มิติ [14] 

 

 

 

รูปท่ี 3 ปญหาการวิเคราะหความสมมาตรตามแนวแกน [14] 

 

 

 

 

 



15 
 

2.1.2. สมการอิลาสติคสำหรับของแข็งใน 3 มิติ 

 

รูปท่ี 4 โมเดลทางกายภาพของของแข็งสำหรับ 3 มิติ [14] 

 

รูปท่ี 5 องคประกอบของความเคนในเอลิเมนต 3 มิติ [14] 

 

 หากพิจารณาลูกบาศกขนาดเล็ก ๆ ซึ่งมีปริมาตรเปน dV ดังแสดงในรูปที่ 5 พบวา ดานทั้งหก

ของพื้นผิวซึ่งตั้งฉากกับแกนทั้งสามนั้น ประกอบไปดวย องคประกอบของความเคนตั้งฉาก (normal 

stress) และองคประกอบของความเคนเฉือน (shear stress) ตามแนวแกน x, y และ z ตามลำดับ 

ทิศทางของความเคนที่ปรากฏในรูปนั้น จะถูกกำหนดใหมีเครื่องหมายเปนบวกทั้งหมด องคประกอบของ

ความเคนและความเครียดท้ัง 6 คา ซึ่งเปนอิสระตอกัน สามารถแสดงใหอยูในรูปของเวคเตอรไดดังนี ้
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σ = {𝜎௫௫, 𝜎௬௬ , 𝜎௭௭, 𝜎௬௭, 𝜎௫௭, 𝜎௫௬}் (1) 

 

ϵ = {𝜖௫௫ , 𝜖௬௬ , 𝜖௭௭ , 𝛾௬௭, 𝛾௫௭, 𝛾௫௬}் (2) 
 

โดยความสัมพันธระหวางความเครยีดและการเปลี่ยนตำแหนงท้ังสามแกน สามารถเขียนไดเปน 

 

𝜖௫௫ =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜖௬௬ =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
, 𝜖௭௭ =

𝜕𝑢

𝜕𝑧
 

𝛾௫௬ = 2𝜖௫௬ =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

𝛾௫௭ = 2𝜖௫௭ =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
 

𝛾௬௭ = 2𝜖௬௭ =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 

(3) 

 

 เมื่อ u, v และ w คือการเปลี่ยนตำแหนงในทิศทางแกน x, y และ z ตามลำดับ ในทาง

กลศาสตร นิยมเขียนสมการแสดงความสัมพันธระหวางความเครียดและการเปลี่ยนตำแหนงโดยใชเมท

ริกซโอเปอเรชั่นที่เรียกวา Differential Operator, L, ซึ่งสามารถเปลี่ยนสมการที่ (3) ใหอยูในรูปของ

สมการเมทริกซไดเปน 

 

𝜖 = 𝐿𝑈,         𝑈 = {𝑢, 𝑣, 𝑤}் (4) 
 

เมื่อ U คือเวคเตอรของการเปลี่ยนตำแหนง และ L เปนเมทริกซโอเปอเรชั่นแสดงไดดังสมการที่ (5) 
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𝐿 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝜕

𝜕𝑥
          0          0

0          
𝜕

𝜕𝑦
          0

0          0          
𝜕

𝜕𝑧

0          
𝜕

𝜕𝑧
          

𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑧
          0          

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦
          

𝜕

𝜕𝑥
          0

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

(5) 

สุดทาย สมการซึ่งใชอธิบายความสัมพันธระหวางความเคน-ความเครียด (Constitutive 

Equation) ของของแข็งที่มีพฤติกรรมในชวงอิลาสติคแบบเชิงเสน (Linear Elasticity) สามารถแสดงได

เปน 

 

𝜎 = 𝐸𝜖 (6) 
  

 
2.1.3. สมการสมดุลทางไดนามิกส (Dynamics equilibrium equations) 

สมการสมดุลทางไดนามิกสของของแข็งนั้น สามารถเขียนไดโดยการพิจารณาความสมดุล

ของเอลิเมนตลูกบากศดังในรูปที่ 6 ซึ่งหาไดจากการพิจารณารวมผลของแรงเฉือย (Inertia Forces) 

เนื่องจากการเคลื่อนที่ของวัตถุเขาไปในรูปที่ 5 นั่นเอง เพราะฉะนั้น สมการสมดุลไดนามิกซในทิศทาง

แกน X สามารถเขียนไดจากผลรวมของแรงท้ังหมดและแสดงไดเปน 
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รูปท่ี 6 สมดุลขององคประกอบของความเคนในลูกบาศก [15] 

൬𝜎௫௫ +
𝜕𝜎௫௫

𝜕𝑥
𝑑𝑥൰ 𝑑𝑦𝑑𝑧 − 𝜎௫௫𝑑𝑦𝑑𝑧 

+ ቆ𝜎௬௫ +
𝜕𝜎௬௫

𝜕𝑦
𝑑𝑥ቇ 𝑑𝑥𝑑𝑧 − 𝜎௬௫𝑑𝑥𝑑𝑧 

+ ൬𝜎௭௫ +
𝜕𝜎௭௫

𝜕𝑧
𝑑𝑥൰ 𝑑𝑥𝑑𝑦 − 𝜎௭௫𝑑𝑥𝑑𝑦 

+𝑓௫𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝜌�̈�𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

(7) 

 

 สัญลักษณ σ ซึ่งมีเครื่องหมายตัวหอย หมายถึง ความเคนที่เกิดขึ้นบนระนาบซึ่งตั้งฉากกับ

แกนทั้งสาม ดังแสดงในรูปที่ 6 โดยเทอมทางดานขวามือของสมการ หมายถึงเทอมทีไ่ดมาจากแรงเฉื่อย  

โดย �̈� หมายถึง อนุพันธลำดับที่สองของการเคลื่อนที่เทียบกับเวลา หรือคือความเรงในขณะที่เทอมซึ่งมี

ตัวแปร 𝑓௫ หมายถึง เทอมที่เกิดจากแรงกระทำภายนอกนั่นเอง สมการที่ (7) สามารถจัดใหอยูในรูป

อยางงายเสียใหมไดเปน 

𝜕𝜎௫௫

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎௬௫

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎௭௫

𝜕𝑧
+ 𝑓௫ = 𝜌�̈� (8) 

 

ในลักษณะเดียวกัน สมการความสมดุลไดนามิกซในทิศทางของแกน Y และ Z ก็สามารถ

เขียนโดยการรวมแรงที่เกิดขึ้นทั้งหมดเขาดวยกัน นั่นคือ สามารถแสดงไดดังสมการตอไปนีค้ือ 
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𝜕𝜎௫௬

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎௬௬

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎௭௬

𝜕𝑧
+ 𝑓௬ = 𝜌�̈� (9) 

𝜕𝜎௫௭

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎௬௭

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎௭௭

𝜕𝑧
+ 𝑓௭ = 𝜌�̈� (10) 

เมื่อ �̈� และ �̈� คือ ความเรงตามแนวแกน Y และ Z ตามลำดับ 

สมการสมดุลทั้ง 3 สมการดังกลาวขางตน สามารถนำมาเขียนรวมกันใหอยูในรูปของ

สมการเมทริกซทั่วไปอยางยอไดเปน 

 

𝐿்𝜎 + 𝑓 = 𝜌�̈� (11) 
 

หากทำการเปลี่ยนคาของความเคนในสมการที่ 11 ใหอยูในรูปของการเปลี่ยนตำแหนง

ผานสมการที่ 4-6 แลว สมการที่ 11 จะเปลี่ยนรูปเปน 

 

𝐿்𝐸𝐿𝑈 + 𝑓 = 𝜌�̈� (12) 
 

สมการที่ (12) คือสมการรูปทั่วไปของสมการสมดุลไดนามิก (Dynamics Equilibrium 

Equation) สำหรับของแข็งซึ่งสามารถใชไดกับทั้งปญหาในสองและสามมิติ สำหรับกรณีที่แรงกระทำ

ภายนอกตอของแข็งเปนแรงประเภทสถิตยศาสตร (Static Loadings) เพียงอยางเดียวนั้น สมการทั่วไป

ของสมดุลทางสถิตยสำหรับของแข็ง สามารถแสดงไดดวยการกำหนดใหคาของแรงเฉื่อยซึ่งอยูทางดาน

ขวามือของสมการท่ี 12 มีคาเทากับศูนย จะไดวา 

 

𝐿்𝜎 + 𝑓 = 0 (13) 
 

สมการที่ (13) คือสมการที่นิยมเรียกกันวาคือ “Strong form” ของสมการอนุพันธยอย

สำหรับปญหาของแข็ง สมการดังกลาว มีความหมายวา ผลเฉลยของตัวแปรหลัก (primary variables) 

ที่ตองการทราบคาในสมการที่ (13) นั้น เมื่อถูกแทนคาลงไปแลว จะตองทำใหสมการดังกลาวเปนจริง

สำหรับทุก ๆ คาที่อยูภายใตขอบเขตของปญหาที่กำลังสนใจหรือศึกษาอยูนั่นเอง 
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2.2  ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) 
 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต เปนวิธีการเชิงตัวเลข (Numerical method) หนึ่งในหลาย ๆ วิธี

ที่มีการพัฒนาเพื่อแกปญหาสมการอนุพันธหรือสมการอนุพันธยอยทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรมซึ่งไม

สามารถหาคำตอบหรือผลเฉลยที ่แทจริง (Exact solutions) ได จากการวิเคราะหทางทฤษฎี 

(Analytical method) โดยตรง เริ่มจากความพยายามในการแกปญหาเกี่ยวกับปกเครื่องบินของบริษัท

โบอิ ้งโดยในอเมริกาและบริษัทโรลสลอยในสหราชอาณาจักรตั ้งแตป ค.ศ. 1950 M.J. Turner, 

R.W.Clough, H.C. Martin และ L.J. Topp ไดตีพิมพขั้นตอนการรวมกันของเมทริกซของเอลิเมนตในป 

1956 ซึ่งในขณะนั้นยังไมปรากฏคำวา “ไฟไนทเอลิเมนต”[16] ตอมา Ray Clough ซึ่งเปนศาสตราจารย

ที่ University of California Berkeleyในขณะนั้น ไดตีพิมพผลงานซึ่งใชคำวาไฟไนทเอลิเมนตเปนคน

แรกและเปนจุดเริ่มตนใหศาสตราจารยรุนใหมที่เดียวกันไดแก E. Wilson และ R.L. Taylor สนใจและ

พัฒนาวิธีไฟไนทเอลิเมนตรวมกับนักศึกษาปริญญาเอกในขณะนั้นไดแก T.J.R. Hughes, C. Felippa 

และ K.J. Bathe จนทำให University of California Berkeley มีชื ่อเสียงโดงดังและกลายเปน

ศูนยกลางของวิธีไฟไนทเอลิเมนตในอเมริกาไปอีกนานหลายป [17] 

 หล ักการพื ้นฐานท ี ่สำค ัญของว ิธ ี ไฟไนต  เอล ิ เมนต ค ือ การแบ งโดเมนของป ญหา 

(Discretization) ที่จะทำการวิเคราะหของเปนชิ้นสวนยอย ๆ ที่เรียกวาเอลิเมนต (Elements) โดยที่แต

ละเอลิเมนตจะทำการเชื่อมตอกันดวยจุดตอ (Nodes) ดังตัวอยางที่แสดงในรูปที่ 7 การสรางสมการ จะ

แบงออกเปนสองระดับ ในระดับแรก เปนการสรางสมการในระดับเอลิเมนตโดยอาศัยความสัมพันธของ

สมการที ่กลาวถึงแลวในหัวขอที ่ 2.1.2-2.1.3 เรียกวา สมการสติฟเนสของเอลิเมนต (Element 

stiffness equation) ในระดับที่สอง เปนการสรางสมการสติฟเนสของทั้งโดเมนปญหาซึ่งไดมาจากการ

รวมกันของสมการในระดับที่หนึ่งนั่นเอง เรียกวา สมการสติฟเนสหลัก (Global stiffness equation) 

 

รูปท่ี 7 เอลิเมนตแบบสามเหลี่ยม [17] 
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    2.2.1  หลักของการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนต 
 

 วิธีท่ีนิยมใชในการเปลี่ยนรูปของสมการอนุพันธยอยซี่งอยูในรูปของ Strong Form ไปเปน 
Weak Form นั้น มีอยู 2 วิธี ไดแก วิธเีศษถวงน้ำหนักตกคาง (Weighted Residual Methods) และวิธี
ของการแปรผัน (Variational Methods) [18] ระเบียบวิธีถวงน้ำหนักเศษตกคาง (Weighted Residual 
Methods) สำหรับวิธีแรกนั้น มีแนวคิดคอืการสมมุติผลเฉลยโดยประมาณ (approximate solution) ที่
สอดคลองกับเงื่อนไขขอบของการเปลี่ยนตำแหนง (displacement boundary conditions) ขึ้นมา 
เนื่องจากผลเฉลยนี้ ไมใชผลเฉลยแมนตรง เพราะฉะนั้น เม่ือทำการแทนผลเฉลยโดยประมาณที่สมมุติไว
นี้ ลงไปในสมการอนุพันธยอยที่สนใจแลวนั้น จะสงผลใหสมการมีคาไมเทากับศูนยตามเงื่อนไขขอบเขต 
หรือสามารถกลาวไดอีกนัยหนึ่งวา มีคาเทากับเศษตกคาง (residual) อันเนื่องมาจากการที่เปนผลเฉลย
โดยประมาณนั่นเอง ดังนั้น หากตองการทำใหผลลัพธนี้มีความเบี่ยงเบนจากคาแมนตรงนอยที่สุดหรือ
ใกลเคยีงกับผลเฉลยแมนตรงมากที่สุดแลวนั้น (Minimization) จึงตองหาวิธีทำใหเศษตกคางนี้ มีคาเขา
ใกลศูนยมากที่สุด วิธีการที่ใชไดแก การคูณเศษตกคางดังกลาว ดวยฟงกชันคาหนึ่งซึ่งเรียกวา ฟงกชั่น
การถวงน้ำหนัก (Weighted Function) ที่ถูกเลือกไว แลวจึงทำการอินทิเกรตสมการตลอดทั้งโดเมน
ของปญหา โดยกำหนดใหผลลัพธที่ไดมีคาเทากับศูนย วธินีี้ สามารถใชไดกับปญหาทุกประเภท จึงไดรับ
ความนิยมสูงในวิธีไฟไนทเอลิเมนต 
 
 วิธีที่สอง ระเบียบวิธีแปรผัน (Variational Method) สามารถเรียกอีกอยางหนึ่งไดวา วิธี
ของพลังงาน (Energy Methods) เปนวิธีที ่มีประสิทธิภาพและเชื่อถือไดวิธีหนึ ่งในการวิเคราะห
โครงสราง และสามารถถูกอางอิงถึงดวยหลาย ๆ ชื ่อดวยกัน ไดแก Castigliano’s theorems, 
Principal of Minimum Potential Energy, Principal of Minimum Complementary Potential 
Energy, Unit Load Method และ RayLeigh-Ritz Method ทั้งหมดนี้จัดวาเปนวิธีของพลังงานทั้งสิ้น 
วิธีนี้ งายกวาวิธีเศษถวงน้ำหนักตกคางสำหรับการสรางสมการไฟไนทเอลิเมนตทั้งในแบบสองและสาม
มิติ ขอจำกัดเพียงประการเดียวของการสรางสมการไฟไนทเอลิเมนตดวยวิธีนี้คือ ตองทราบคาของ
ฟงกชั่นนอล (functional) เสียกอน เทอม ฟงกชั่นนอล หมายถึง สมการครอบคลุมปญหา (Governing 
equation) ที่ถูกแสดงอยูในรูปของเครื่องหมายอินทิเกรตสำหรับปญหาเจาะจงเฉพาะนั้น ๆ ในบางครั้ง 
ปญหาที่กำลังสนใจอยูนั้น อาจไมสามารถหารูปสมการที่เปนฟงกชั่นนอลของสมการครอบคลุมปญหาได 
จึงไมสามารถใชวิธีนี้ไดนั่นเอง  
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2.3  ขั้นตอนการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนทเอลิเมนต 
 ขั้นตอนที่สำคัญสำหรับการวิเคราะหปญหาดวยวิธีไฟไนทเอลิเมนตนั้น สามารถสรุปไดตอไปนี้ 

 2.3.1  การแบงโดเมนและเลือกชินดของเอลิเมนต (Discretization and selection of 

element types) 

 การแบงโดเมนของปญหาออกเปนสวนยอย ๆ ที่เรียกวาเอลิเมนตและทำการเลือกเอลิ

เมนตใหเหมาะสมสอดคลองกับลักษณะทางกายภาพของปญหาที่กำลังวิเคราะห ขนาดของเอลิเมนตที่

เลือกนั้น จะตองมีขนาดที่เล็กพอที่จะสามารถใหคำตอบที่ถูกตองเหมาะสม ในขณะเดียวกันก็ตองมีขนาด

ใหญพอที่จะไมทำใหเวลาในการวิเคราะหมากเกินไปดวยนั่นเอง การเลือกประเภทของเอลิเมนตนั้น ข้ึน

โดยตรงวาเปนปญหาในหนึ่ง สองหรือสามมิติ เอลิเมนตขั้นพื้นฐานในหนึ่งมิติมีอยู 2 แบบไดแก เอลิ

เมนตแบบแทงและแบบคาน (Bar and Beam elements) เอลิเมนตแบบนี้ นิยมใชสำหรับการวิเคราะห

ปญหาของโครงถักและโครงขอแข็ง ดังแสดงในรูปที่ 8 

 

 

รูปท่ี 8 เอลิเมนตแบบแทง  
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 สำหรับปญหาความเคนหรือความเครียดในระนาบ 2 มิติ เอลิเมนตพื้นฐานสำหรับปญหา

ดังกลาว จะมีรูปรางเปนรูปสามเหลี่ยมหรือสี่เหลี่ยม เอลิเมนตอยางงายที่สุด เรียกวา เอลิเมนตเชิงเสน

รูปสามเหลี ่ยม (Linear triangular element) และเอลิเมนตเชิงเสนคู ร ูปสี ่เหลี ่ยม (Bilinear 

quadrilateral element) ดังแสดงในรูปที่ 9 สวนปญหาใน 3 มิตินั้น เอลิเมนตพื้นฐานจะเปนรูปทรง

สามมิติ 4 หนา (Tetrahedral element) หรือทรง 6 หนา (Hexahedral element) ดังรูปที่ 10 

 

รูปท่ี 9 เอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมและสี่เหลี่ยมใน 2 มิติ [14] 
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รูปท่ี 10 เอลิเมนตสำหรับปญหา 3 มิต ิ[20] 

 2.3.2  การเลือกฟงกชั่นการเปลี่ยนตำแหนง (Select displacement functions)  

 เปนขั้นตอนของการเลือกฟงกชั่นการเปลี่ยนตำแหนงภายในเอลิเมนตซึ่งเปนฟงกชั่นที่ถูก

นิยามโดยใชคาการเปลี่ยนตำแหนงที่โหนดของเอลิเมนตนั่นเอง ฟงกชั่นนี้ อาจอยูในรูปของโพลิโนเมยีล

ลำดับตาง ๆ ซึ่งขึ้นอยูกับจำนวนของโหนดที่ใชในเอลิเมนตนั้น ๆ โพลิโนเมียลอยางงายแบบเชิงเสน

สำหรับเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมและสี่เหลี่ยม แสดงไดดังรูปที่ 11 และ 12 ตามลำดับ 

 

รูปท่ี 11 ฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตสามเหลี่ยม [17] 
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รูปท่ี 12 ฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตสี่เหลี่ยม [17] 

 

 2.3.3  การกำหนดความสัมพันธระหวางความเครียด-การเปลี่ยนตำแหนงและความเคน-

ความเครียด (Define strain-displacement and stress-strain relationships) 

 สรางสมการความสัมพันธของความเคน-การเปลี่ยนตำแหนงและสมการความเคน-

ความเครียด ขั้นตอนการสรางสมการความสัมพันธดังกลาวนั้น ไดกลาวถึงแลวในหัวขอที่ 2.1.2 

 2.3.4  การสรางสมการสติฟเนสของเอลิเมนต (Derive element stiffness and 

equations) 

 เปนขั้นตอนของการสรางสมการสติฟเนสในระดับเอลิเมนต โดยเปนขั ้นตอนของการหา

สมการความสัมพันธระหวางแรงที่เกิดขึ้น ณ จุดตอของชิ้นสวนกับการเปลี่ยนตำแหนงที่จุดตอของมัน

โดยอาศัยความสัมพันธในหัวขอที่ 2.3.3 สมการสติฟเนสของเอลิเมนตในรูปของเมทริกซอยางยอเขียนได

วา 

 

{𝑓} = [𝑘]{𝑑} (14) 
 

 เมื่อ {𝑓} คือเวคเตอรของแรงท่ีจุดตอของเอลิเมนต [𝑘] คือสติฟเนสของเอลิเมนตในรูป

ของเมทริกซ โดยทั่วไป จะมีคุณสมบัติความสมมาตรของเมทริกซ และ {𝑑} คือเวคเตอรการเปลี่ยน

ตำแหนงของจุดตอของเอลิเมนต 
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 2.3.5  ขั้นตอนการรวมกันสติฟเนส  (Stiffness assembly process) 

 เปนขั้นตอนของการนำสมการสติฟเนสของแตละเอลิเมนตมารวมกันพรอมกันนั้น ก็ทำการ

การกำหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ใหกับปญหาเพื่อปองกันการเคลื่อนที่แบบวัตถุ

แข็งเกร็ง ขั้นตอนนี้    จะทำใหไดสติฟเนสรวมของระบบ (Global stiffness matrix) สมการสติฟเน

สรวมของระบบนี้ สามารถเขียนใหอยูในรูปของเมทริกซอยางยอไดเปน 

 

{𝐹} = [𝐾]{𝑑} (15) 
 

 เมื่อ {𝐹} คือเวคเตอรของแรงที่จุดตอของทุกเอลิเมนตในระบบโคออรดิเนตหลัก (Global 

coordinate system) [𝐾] คือสติฟเนสเมทริกซรวมของระบบในรูปของเมทริกซสมมาตร และ {𝑑} 

คือเวคเตอรการเปลี่ยนตำแหนงของจุดตอทั้งหมดในระบบโคออรดิเนตหลักเชนเดียวกันนั่นเอง  

 2.3.6  การแกระบบสมการ (Equation system solving) 

 ทำการแกสมการระบบสมการเชิงเสนที่ 15 เพื่อหาคาของตัวแปร ในที่นี ้คือ การเปลี่ยน

ตำแหนงของโหนดทั้งหมด ซึ่งเปนตัวแปรที่ไมทราบคานั่นเอง 

 

 2.3.7  การประเมิณคาความเคน และความเครียด (Stresses and Strains Evaluation) 

 เมื่อทราบคาของการเปลี่ยนตำแหนง ณ จุดตอของเอลิเมนตทั้งหมดแลว ก็สามารถคำนวณ

เพื่อหาคาของความเครียดและความเคนของแตละเอลิเมนตไดจากความสัมพันธระหวางความเครียด-

การเปลี่ยนตำแหนงและสมการความเคนความเครียดไดตอไป 

 2.3.8  ขั้นตอนหลังการวิเคราะห (Post-Processing) 

 ขั้นตอนสุดทายนี้ เปนขั้นตอนของการแสดงผลลัพธที่คำนวณไดทั้งหมด ไดแก  ความเคน 

ความเครียด การเปลี่ยนตำแหนง แรงปฎิกิริยาที่ฐานรองรับ ฯลฯ เปนตน โดยสวนใหญ จะทำการ

แสดงผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหออกมาในรูปของตัวเลขหรือกราฟฟค เพื่อความสวยงามและงายตอ

การนำไปใชประโยชนตอไป 
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2.4  สมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบแบงโดเมนยอยภายในเอลิเมนตหลัก (Cell-based 

Smoothed Finite Element Method, CS-FEM) 

 การแบงเอลิเมนตหลักออกเปนโดเมนหลายโดเมนนั้น ไมไดจำกัดอยูเพียงแคเอลิเมนตรูปทรง

สี่เหลี่ยมเชิงเสนคูเทานั้น แตยังสามารถที่จะนำไปใชในการแบงโดเมนสำหรับเอลิเมนตหลักที่เปนแบบ

หลายเหลี่ยม (Polygonal element) ดังแสดงในรูปที ่13 เรียกโดยทั่วไปวาสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบเอ

ลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม (n-Sided polygonal cell-based smoothed finite element, nCS-

FEM) ไดเชนเดียวกัน ในกรณีนี้ โดเมนของปญหาที่ศึกษาอยู Ω จะถูกแบงยอยออกเปนเอลิเมนตหลักที่

มีดานหลายเหลี่ยมจำนวนทั้งสิ้นและมีจำนวนของจุดตอหรือโหนดเทากับจำนวนดานของเอลิเมนต

นั่นเอง โดยหลักที่สำคัญของการสรางเอลิเมนตเหลานั้น ยังคงเหมือนกันกับการสรางเอลิเมนตหลักรูป

สี่เหลี่ยม กลาวคือ จะตองไมมีการทับซอนกันหรือมีชองวางระหวางเอลิเมนต นั่นคือ Ω = ⋃ Ω୧
ୣ

୧ୀଵ  

และ Ω୧
ୣ ∩ Ω୨

ୣ = ∅, i ≠ j  

 

รูปท่ี 13 สมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม 

 เอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมเหลานั้น สามารถถูกแบงยอยออกเปนโดเมนสม่ำเสมอยอย ๆ 

โดยการใชเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมและมีจำนวนของโดเมนสม่ำเสมอยอยเทากับจำนวนดานของรูปหลาย

เหลี่ยมหรือแบงออกเปนโดเมนยอยรูปสี่เหลี่ยมซ้ำอีกครั้งก็ได การแบงลักษณะเชนนี้ จะทำใหไดโดเมน

ยอยสม่ำเสมอซึ่งมีจำนวนเทากับจำนวนดานของเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมนั่นเอง ความจริงขอนี้ ถือ

ไดวา เปน หัวใจสำคัญขอหนึ่งของหลักการสรางเอลิเมนตหรือโดเมนยอยสม่ำเสมอภายในเอลิเมนตหลัก

ที่จะตองมีจำนวนอยางนอยเทากับ 2n/3 เมื่อ n คือจำนวนของตัวแปรที่ไมทราบคาของโหนดทั้งหมด

นั่นเอง [19]   

 การแบงโดเมนสม่ำเสมอยอย (Smoothing domain/cell) แบบแรก ใชเอลิเมนตรูป

สามเหลี่ยมในการแบง เริ่มจากการหาตำแหนงของจุดเซ็นทรอยดของเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมกอน 
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จากนั้น จึงทำการสรางเสนเชื่อมตอระหวางโหนดตาง ๆ ของเอลิเมนตหลายเหลี่ยมกับจุดเซ็นทรอยดนั้น 

ก็จะไดเอลิเมนตหรือโดเมนยอยรูปสามเหลี่ยมภายในเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมดังแสดงในรูปที่ 14  

 

รูปท่ี 14 การแบงเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมออกเปนโดเมนยอยสม่ำเสมอรูปสามเหลี่ยม [19] 

สำหรับแบบที่สอง ทำการแบงเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมดังกลาว ออกเปนเอลิเมนต

ยอยสม่ำเสมอรูปสี่เหลี่ยม สามารถทำไดดวยการกำหนดจุดกึ่งกลางของดานแตละดานรอบเอลิเมนต

หลักหลายเหลี่ยมนั้นเพิ ่มภายหลังจากการหาตำแหนงจุดเซ็นทรอยดเรียบรอยแลว ทำการสรางเสน

เชื่อมโยงระหวางโหนดใดโหนดหนึ่ง ไปยังจุดกึ่งกลางของดานทั้งสองซึ่งเชื่อมโยงกับโหนดนั้นแลว

ลากเสนตอไปยังจุดเซ็นทรอยด ทำซ้ำโดยการเปลี่ยนโหนดไปจนกระทั่งครบทุกโหนด ก็จะไดเอลิเมนต

ยอยสม่ำเสมอรูปสี่เหลี่ยมสำหรับเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม ๆ  ดังแสดงในรูปที่ 15 

 

รูปท่ี 15 การแบงเอลิเมนตยอยรูปสี่เหลี่ยมภายในเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม 
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2.4.1   การสรางสมการสติฟเนสหลักของ nCS-FEM 
สมการสติฟเนสหลักของระบบสำหรับวิธีการแบงโดเมนดวยเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมนั้น 

คลายกันกับสมการสติฟเนสหลักของการแบงโดเมนดวยรูปสี่เหลี่ยม กลาวคือ 

Kഥ୬ୌି dത =  Fത (16) 

โดยที ่

Kഥ ୧୨
୬ୌି = 



୧ୀଵ

 න Bഥ୧
EBഥ୨

ஐ,ౣ
౩

୬
౩

୨ୀଵ

dΩ 

 = 



୧ୀଵ

 න Bഥ୧
EBഥ୨

ஐ,ౣ
౩


౩

୨ୀଵ

A୧,୫
ୱ  

(17) 

เมื่อ A୧,୫
ୱ = ∫ dΩ

ஐ,ౣ
  คือพื้นที่ของโดเมนสม่ำเสมอรูปสีเ่หลี่ยม (Quadrilateral smoothing 

domain)  Bഥ คือ เมทริกความเครียด-การเปลี่ยนตำแหนงของวิธี SFEM และ Kഥ ୧୨
୬ୌି  คือ สติฟ

เนสของ SFEM นั่นเอง 

2.4.2   การประมาณคาของฟงกชั่นรูปราง (Shape Function Evaluation) 
จากหลักการของ nCS-FEM ที่ใชฟงกชั่นที่มีความตอเนื่องและเปนเชิงเสนบนขอบของ

โดเมนสม่ำเสมอหรือโดเมนตอเนื่องที่ถูกแบงไวแลวเหลานั้น การหาคาของเมทริกซตอเนื่องที่แสดง

ความสัมพันธระหวางความเครียดกับการเปลี่ยนตำแหนง (Smoothed strain-displacement matrix) 

Bഥ୍ ที่แสดงในสมการที่ 16 และ 17 นั้น สามารถทำไดดวยการใชเพียงคาของฟงกชั่นการประมาณรูปราง 

(Shape functions) สำหรับ เอลิเมนตแทง ที่มี 2-node (Linear shape function) ณ จุดก่ึงกลางของ

ดานที่ประกอบกันเขาเปนโดเมนตอเนื่องไดโดยตรงโดยที่ไมจำเปนตองทำการหาคาอนุพันธของมัน ซึ่ง

ถือเปนขอดีของวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตเมื่อเทียบกับวิธีไฟไนทเอลิเมนต เพราะฉะนั้น ในทางปฎิบัติแลว 

การหาคาของฟงกชั ่นรูปรางสำหรับโดเมนยอยตอเนื ่องแบบเอลิเมนตรูปทรงสี่เหลี่ยม ณ ตำแหนง

กึ่งกลางดานหรือตำแหนงของ Gauss point ดังในรูปที่ 16 นั้น สามารถหาไดดวยการประมาณคา

ภายในแบบเชิงเสน (Linear interpolation) ของคาฟงกชั่นรูปรางระหวางจุดปลายทั้งสองของดานของ

เอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม ซึ่งเปนที่ตั้งของตำแหนงของจุด Gauss point นั่นเอง คาของฟงกชั่น

รูปรางการประมาณภายในสำหรับเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมนี้ สามารถหาไดดังตอไปนี้ พิจารณารูปที่ 16 

คาฟงกชั่น N1’-N6’ มีคาเทากับ 1 ในขณะที่คาของฟงกชั่นดังกลาว มีคาเทากับ 1/6 ณ ตำแหนงเซ็น

ทรอยด จุด 7 
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รูปท่ี 16 การหาคาฟงกชั่นรูปรางของเอลิเมนตยอยรูปสี่เหลี่ยมภายในเอลิเมนตหลายเหลี่ยม 

 เมื่อทราบตำแหนงของ Gauss points ที่ตองการแลว ก็สามารถหาคาของฟงกชั่นรูปรางการ

ประมาณภายในดังกลาวไดอยางงายดาย ตัวอยางเชน คาของฟงกชั่นรูปราง ณ ตำแหนง Gauss point 

8 ก็ไดมาจากการหาคาเฉลี่ยของฟงกชั่นรูปราง ณ จุด 1 และ จุด 2 ซึ่งมีคาเทากับ (1+1)/2 = 1/2 หรือ

หากตองการหาคาของฟงกชั่นการประมาณรูปรางภายในดังกลาว ณ ตำแหนงของ Gauss point ซึ่งอยู

กึ่งกลางของดาน 8-7 ก็สามารถหาไดโดยหาคาเฉลี่ยของฟงกชั่นดังกลาว ณ จุด 8 กับคาของฟงกชั่น ณ 

จุด 7 ซึ่งมีคาเทากับ (1/2 + 1/6)/2 = 1/3 นั่นเอง คาของฟงกชั ่นการประมาณรูปรางภายใน ณ 

ตำแหนงอื่น ๆ ก็ สามารถหาไดในลักษณะเดียวกันโดยไมมีความจำเปนที่จะตองทำการหาอนุพันธยอย

ของฟงกชั่นการประมาณรูปรางภายในดังกลาวใหยุงยาก อันจะชวยลดเวลาของการคำนวณลงไดอยางมี

นัยสำคัญ 

 

2.5   ความแตกตางระหวางไฟไนทเอลิเมนตกับสมูทไฟไนทเอลิเมนต 
 
 สิ่งสำคัญที่ทำใหการวิเคราะหสมูทไฟไนทเอลิเมนตดวยการสรางความเครยีดแบบสม่ำเสมอ
แตกตางจากวิธไีฟไนทเอลิเมนต คือ การสรางความเครียดสม่ำเสมอ (smoothed strain field) โดยตรง
จากเวคเตอรการเปลี่ยนตำแหนงท่ีสมมุติไวแลว โดยไมตองทำการหาอนุพันธยอยและขณะเดียวกัน ก็
ยังคงมีคุณสมบัติของการลูเขาหาผลเฉลยแมนตรงไมดอยไปกวาวิธีไฟไนทเอลิเมนตเดิม สำหรับขั้นตอน
ในการวิเคราะหสวนอื่น ๆ ซึ่งไดแก การสรางสมการสติฟเนสของเอลิเมนต การสรางเวคเตอรแรงของเอ
ลิเมนต การนำเอาทั้งสติฟเนสและเวคเตอรแรงในระดับเอลิเมนต (Local coordinate system) มา
ประกอบกันเขาเปนสติฟเนสและเวคเตอรแรงหลัก (Global coordinate system) ขั้นตอนการ
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ประยุกตสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) รวมไปถึงขั้นตอนของการแกระบบสมการเชิง
เสนเพ่ือหาคาตัวแปรที่ไมทราบคา ยังคงมลีักษณะเดียวกันกับที่ใชในข้ันตอนของวิธีไฟไนทเอลิเมนตเดิม
ทุกประการ รูปที่ 17 แสดงใหเห็นถึงไดอะแกรมของการวิเคราะหดวยไฟไนทเอลิเมนตเดิม โดยแสดงให
เห็นถึงสวนของการสรางสมการความเครียดท่ีแตกตางกันสำหรับสองวิธดีังกลาว 

 

 

รูปท่ี 17 ความแตกตางของขั้นตอนการสรางความเครียดท้ัง 2 วิธ ี

 

2.6  งานวจิัยที่เกี่ยวของ 
 ฟงกชั่นรูปราง (Shape functions) สำหรับเอลิเมนตที่มีจำนวนของดานมากกวา 4 ดานนั้น
ไดถูกเสนอขึ้นเปนครั้งแรกโดย Wachspress [21, 22] โดยอาศัยหลักการของรูปทรงทางเรขาคณิตแบบ
เปอรสเปคทีพ (Principles of perspective geometry) และถูกเรียกวา “Wachspress shape 
function” วิธีนี้ไดรับความสนใจอีกครั้งหนึ่งตั้งแต ป ค.ศ.2000 เปนตนมา โดยนักวิจัยหลายกลุมสำหรับ
ใชแกปญหาของวิธีไฟไนทเอลิเมนตที่มดีานมากกวา 4 ดานซึ่งมีชื่อเรียกที่แตกตางกันออกไป วิธีเหลานั้น 
ไดแก Voronoi Cell Finite Element Method (VCFEM), Hybrid Polygonal Element (HPE), n-
Sided Polygonal Smoothed Finite Element Method (nSFEM), Mimetic Finite Difference 
Method (MFDM), Virtual Element Method (VEM), Virtual Node Method (VNM), Scaled 
Boundary Finite Element Method (SBFEM) เปนตน 
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 สำหรับวิธีของสมูทไฟไนทเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม (nSFEM) นั้น เอลิเมนตหลักรูปหลาย
เหลี่ยมที่ถูกสรางมาจากการการแบงโดเมนของปญหาออกเปนสวนยอย ๆ (Discretization) นั้น จะถูก
ทำการแบงตอไปใหเปนเอลิเมนตสม่ำเสมอยอย ๆ ที ่เรียกวาโดเมนยอยสม่ำเสมอ (Smoothing 
domains) นั่นเอง 
 วิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมแบบแบงโดเมนยอยภายในเอลิเมนตหลักหลาย

เหลี่ยม (nCSFEM) นั้น มีขอดีกวาวิธีไฟไนทเอลิเมนตหลายประการ เชน ความมีเสถียรภาพของมันทำให

ไดผลลัพธที่มีความแมนยำมากกวาอันเนื่องมาจากการที่สติฟเนสของมันมีแนวโนมที่นอยกวา (Overly 

stiff) และสามารถนำไปประยุกตใชกับปญหาของวัสดุแบบเกือบจะบีบอัดไมไดรวมกับเทคนิคที่เรียกวา 

Selective integration เพ่ือหลีกเลี่ยงการเกิด Volumetric locking phenomena [23]  

 Nguyen et al. [24] ไดศึกษาเปรียบเทียบวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตที่มีเอลิเมนตหลักเปน

รูปทรงหลายเหลี่ยม โดยทำการศึกษาการสรางโดเมนยอยสม่ำเสมอ (Smoothing domains) ทั้ง 3 วิธี 

สำหรับปญหาทางกลศาสตรของแข็งแลวพบวา วิธี การสรางโดเมนยอยสม่ำเสมอแบบแบงตามโหนดของ

เอลิเมนตหลักหลายเหลี่ยม (nESFEM) นั้น ใหผลลัพธที่มีความคลาดเคลื่อนนอยที่สุด และยังพบวา คา

ของสติฟเนส (Stiffness, K) ที่ไดจากวิธีนี้ มีคาอยูระหวางคาของสติฟเนสที่ไดจากวิธี สมูทไฟไนทเอลิ

เมนตรูปหลายเหลี่ยมแบบการสรางโดเมนยอยสม่ำเสมอภายในเอลิเมนตหลัก (nCSFEM) และ แบบการ

สรางโดเมนยอยสม่ำเสมอตามโหนดของเอลิเมนตหลัก (nNSFEM) นอกจากนั้น Nguyen et al. [25, 

26] ยังไดนำเอาเทคนิคของ nESFEM รวมกันกับวิธี nNSFEM เพื่อทำการแกปญหาของไหลในการ

ปองกันการเกิดปรากฏการณที่เรียกวา Volumetric locking โดยพบวา คำตอบที่ไดนั้น มีอัตราของการ

ลูเขาหาผลเฉลยแมนตรงท่ีสูงกวาวิธีไฟไนทเอลิเมนต 

 นักวิจัยหลายกลุมพบวา ผลเฉลยของ nCSFEM ที่ไดจากการประยุกตใชกับปญหาหลาย ๆ 

ประเภทนั้น จะใหคา Upper bound เมื่อเทียบกับคาของผลเฉลยแมนตรงของมัน เชน ปญหาดาน

กลศาสตรของแข็ง [24] ปญหาการปฎิสัมพันธระหวางของไหลและของแข็ง (Fluid-Solid Interaction, 

FSI) [26] รวมทั้งปญหากลศาสตรของแข็งของวัสดุยืดหยุนที่รับแรงบิด [27] เปนตน  

 นอกจากนี้ Biabanaki et al. [29] ยังไดมีการประยุกตใชเอลิเมนตที่มีดานมากกวา 4 ดาน

สำหรับการแกปญหาของการเสียรูปอยางมากของของแข็ง (Large deformation) Biabanaki et al. 

[30] ยังไดศกึษาปญหาของการสัมผัสและชนกัน (Contact-impact problem) เมื่อมีการใชโครงตาขาย

แบบไมเขากัน (Non-conforming mesh) อีกดวย ปญหาเก่ียวกับกลศาสตรของการแตกหัก (Fracture 

Mechanics) ดวยเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมนั้น ไดถูกศึกษาโดย Khoei et al. [31] ในขณะที่ Katili et 

al. [32] ไดทำการประยุกตโดยมีการใชวิธี nCSFEM รวมกับ DKMQ [33] เพื่อทำการศึกษาปญหาของ

แผน (Plate problem) ที่มีคุณสมบัติเปนแบบ Functionally Graded Material (FGM) เปนตน 

ผลงานวิจัยลาสุดเกี่ยวกับการศึกษาเรื่อง FSI ของการไหลแบบ Viscous incompressible โดpใชการ

สรางโครงตาขายแบบ Sliding mesh [28] ทำใหสามารถสรุปไดวา วิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบเอลิ
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เมนตรูปหลายเหลี่ยมนี้ มีประสิทธิภาพของการคำนวณสูงกวาการคำนวณดวยวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ

ปกติอยางมีนัยสำคัญ ที่เปนเชนนั้น เนื่องมาจาก การแบงโครงตาขายหลักแบบเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม

ของปญหาของไหลออกเปนโดเมนยอยสม่ำเสมอที่เปนอิสระตอกันนั่นเอง 



บทท่ี 3 
วิธีการวิจัย 

 
 การวิจัยในครั ้งนี้ เริ ่มดวยการกลาวถึงสมการครอบคลุม (Governing equation) ปญหา
ความเคนในระนาบสองมิติ (Two-dimensional plane stress problem) ของของแข็งเปนลำดับแรก
กอนที่จะอธิบายถึงพื้นฐานที่สำคัญของวิธีสมูทไฟไนท (Smooth finite element method, S-FEM) 
สำหรับใชในการวิเคราะหปญหาของแข็งดังกลาว จากนั้นจึงทำการสรางเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม
เทียบเทา(N-side polygonal element) ครอบคลุมทั่วทั้งโดเมนของปญหา ขั้นตอนของการสรางเอลิ
เมนตยอยสม่ำเสมอรูปทรงสี่หนา(Quadrilateral element) สำหรับแตละเอลิเมนตหลักทุกเอลิเมนต 
การใชแบบจำลองทางคณิตศาสตร (Mathematical model) สำหรับปญหาความเคนในระนาบสองมิต ิ
(Two-dimensional plane stress problem) ที่เหมาะสม อันจะนำไปสูขั้นตอนของการวิเคราะหดวย
โปรแกรมคอมพิวเตอร เพื่อนำคาที่ไดเหลานั้นไปเปรียบเทียบกับคาที่ไดจากการวิเคราะหทางทฤษฎีซึ่ง
จะไดกลาวถึงเปนหัวขอสุดทายในสวนนี ้
 

3.1 สมการพื้นฐานวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (Smooth Finite Element Method) 
 ขั้นตอนการสรางสมูทไฟไนทเอลิเมนต (S-FEM Smooth Finite Element Method) สำหรับ
การแกปญหาความเคนของของแข็งในระนาบนั้น สามารถอธิบายโดยสรุปยอดังนี้ เริ่มจากการแบงโดเมน
ของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย โดยภายในเอลิเมนตหลักของปญหาจะเปนเอลิเมนตรูปทรงเหลี่ยมหลาย
หนา (Cell-based N-Sides Polygonal Smoothed Finite Element) (อาจหมายรวมถึงเอลิเมนตแบบรูป
สามเหลี่ยมสีเหลี่ยมดวย) เชนเดียวกับวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบเดิมหรือใชขบวนการที่เรียกวา Delaunay 
triangulation ก็ได  สร างสนามการเปลี ่ยนตำแหนง (Displacement field) และทำการสรางสนาม
ความเครียดสม่ำเสมอโดยใชคาของฟงกชั่นการประมาณภายในหรือฟงกชั่นรูปราง (Shape functions) 
โดยอาศัยเทคนิคที่เรียกวา Strain or Gradient smoothing technique ตลอดทั้งโดเมนยอยสม่ำเสมอ
(Arbitrary Smoothing domain) ที่ไดทำการแบงไวภายในเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม(Cell-based N-Sides 
Polygonal Smoothed Finite Element)แลว สนามความเครียดสม่ำเสมอนี้ถูกสรางผานการอินทิเกรต
ของพ้ืนที่ขอบเขตนั่นเองโดยไมตองทำการ mapping ระหวาง physical และ parent coordinates โดยท่ี
ขั้นตอนทั้งหมดจากนี้ตอไปก็เหมือนกับวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบเดิม 
 
 สมการสมดุลสถิตย (Equilibrium Equation) สำหรับปญหาอิลาสติคที่มีโดเมน Ω และขอบเขต 
  สามารถอธิบายไดดวยสมการ 
 

                𝜎, + 𝑏 = 0                     (18) 
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 รวมกับสมการเงื่อนไขขอบ 𝜎𝑛 = 𝑡 บนขอบเขต 𝛤௧ และ 𝑢 = �̄� บนขอบเขต 𝛤௨ 
เมื่อ 𝜎 , 𝑏  และ in  คือเทนเซอรของความเคน เวคเตอรของแรงเนื่องจากน้ำหนักและเวคเตอรตั้งฉาก

หนึ่งหนวยตามลำดับ สมการ variational weak form ของมันคือ 
 
 

 สำหรับสมูทไฟไนทเอลิเมนต โอเปอเรเตอรสม่ำเสมอ (Smoothing operator) จะใชเทคนิคของ 
Strain/Gradient smoothing กับโดเมนสม่ำเสมอยอยภายในเอลิเมนตหลักดวยสมการ 
  

                 𝛻෨𝑢(𝑥௦) =
ଵ

ೞ
∫ 𝛻𝑢(𝑥)𝑑𝛺

ఆೞ
                                                 (20) 

 
 โดยที่ 𝐴௦ คือพ้ืนที่ของโดเมนสม่ำเสมอยอยและ 𝑢(𝑥) = ∑ 𝑁(𝑥)𝑢


ୀଵ  นั่นเอง หากนำ

คาฟงกชั่นประมาณของการเปลี่ยนตำแหนงนี้แทนลงในสมการที่ (20) จะทำใหการอินทิเกรตตลอดโดเมน
สม่ำเสมอยอยนั้นเปลี่ยนเปนการอินทิเกรตบนขอบเขตของโดเมนสม่ำเสมอยอยนั้น ๆ แทน ดังแสดงใน
สมการที่ (21) 
 

    𝛻෨𝑢(𝑥௦) =
ଵ

ೞ
∑ 𝑁(𝑥)𝑛(𝑥)𝑑𝛤


ୀଵ                                        (21) 

 
 อาศัยโอเปอเรเตอรสม่ำเสมอนี ้ สนามความเครียดสม่ำเสมอ (Smoothed strain field) ก็
สามารถหาไดในลักษณะเดียวกันกับสนามความเครียดแบบเขากัน (Compatible strain field) วิธีไฟไนท
เอลิเมนตแตกตางกันตรงที่คาของ strain-displacement matrix นั่นคือ 
 

𝐵෨ =
1

𝐴௦
න 𝐵(𝑥)𝑑𝛺

ఆೞ

   (22) 

 
 เมื ่อ Bi

  และ Bi  คือ strain-displacement ของสมูทไฟไนทเอลิเมนตและไฟไนทเอลิเมนต

ตามลำดับ กลาวอีกอยางหนึ่งวา strain-displacement matrix ของสมูทไฟไนทเอลิเมนตก็คือคาเฉลี่ยของ 
strain-displacement matrix ของไฟไนทเอลิเมนตตลอดทั้งโดเมนสม่ำเสมอยอยนั่นเอง 
 

                       𝐵෨(𝑥௦) = 

𝑏෨ଵ(𝑥௦) 0

0 𝑏෨ଶ(𝑥௦)

𝑏෨ଶ(𝑥௦) 𝑏෨ଵ(𝑥௦)

 (23) 

         ∫ 𝛿𝛻(𝑢)𝐷𝛻(𝑢)𝑑𝛺 − ∫ 𝛿𝑢𝑡𝑑𝛤 = 0
௰ఆ

                           (19) 
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 เอลิเมนตหลักใด ๆ ใน 2 มิติทุกประเภท ไมวาจะเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยม สี่เหลี่ยม หรือรูป
หลายเหลี่ยมก็ตาม สามารถพิจารณาไดวาเกิดจากการนำเอาสวนของเสนตรงมาประกอบกันเขาเปนเอลิ
เมนตนั้น ๆ ขอบแตละดานของเอลิเมนตหลัก จึงถูกพิจารณาวาเปนเอลิเมนตอยางงายคือเอลิเมนตเสนตรง
ที่มี 2 โหนด (2 nodes bar element) เพราะฉะนั้น จึงใชจุดของเกาส (Gauss point) เพียงแคจุดเดียว ณ 
ตำแหนงกึ่งกลางของความยาวขอบนั้น ๆ สำหรับการอินทิเกรต ก็เพียงพอที่จะใหคาที่แทจริงออกมาได 
ดังนั้น สมาชิกของเมทริกในสมการที่ (23) จึงสามารถเขียนใหอยูในรูปของผลรวมไดดังสมการที่ (24) 
 
 
 
 
 จากสมการสมูทไฟไนทเอลิเมนต(S-FEM Smooth Finite Element Method)ดังกลาวขางตน 
ทำใหพบวา ไมตองทำการหาอนุพันธยอย (Derivatives) ของฟงกชั่นรูปรางรวมทั้งจาโคเบียนเมทริก
(Jacobian Matrix) ถือไดวาเปนขอดีประการหนึ่งท่ีเหนือกวาวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบเดิม (FEM Smooth 
Finite Element Method) 
 

3.2 การสรางเอลิเมนตหลักและเอลิเมนตยอยสม่ำเสมอรูปหลายเหลี่ยม 
(Element and Cell-based N-Sides Polygonal Smoothed Finite Element) 
 วิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต(S-FEM Smooth Finite Element Method) อาศัยหลักการของการ
สรางสนามความเครียดสม่ำเสมอดังที่ไดกลาวมาแลวขางตน ขอดีประการหนึ่งของการวิเคราะหดวยวิธีนี้คือ 
ทำใหเอลิเมนตหลักหรือเอลิเมนตยอยสม่ำเสมอเหลานั้น เสมือนวาเปนเอลิเมนตขั้นพื้นฐานอยางงายที่สุด
นั ่นคือ เอลิเมนตเสนตรงที่มีสองโหนด (2-node line element) มาประกอบกันเขาเปนเอลิเมนตหลัก
ดังกลาว สงผลใหมีความยืดหยุ นในการเลือกใชงานเอลิเมนตหลักและเอลิเมนตยอยสม่ำเสมอที่
ประกอบดวยจำนวนดานท่ีมีมากกวา 4 ดานไดอยางงายดาย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         𝑏෨(𝑥௦) = ∑ 𝑁(𝑥
ீ)𝑛𝐿(𝑘 = 1,2)

ୀଵ  (24) 
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 ขั้นตอนการสรางเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมเริ่มตนดวย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 18 ขั้นตอนการสรางเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม 

1. สรางเอลิเมนตหลักรูปสามเหล่ียม (Triangle Element) ซ่ึงสามารถสรางได
จากการใชโปรแกรมไฟไนทเอลิเมนตสำเร็จรูปทั่ว ๆ ไป 

 

2. ทำการเปลี่ยนเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยมดังกลาวใหเปนรูปหลายเหลี่ยมดวย
การหาจุดก่ึงกลางแตละดานของสามเหลี่ยม 

 

3. กำหนดจุดเซนทรอยดของรูปสามเหล่ียม  C1  ถงึ C6  

4. ลากเสนเชื่อมตอระหวางจุดเซนทรอยดเหลานั้นกับจุดกึ่งกลางแตละดาน
ของรูปสามเหล่ียมที่ไดสรางไวจากข้ันตอนที่ผานมา ดังแสดงในรูปที่ 19 

 

5. ทำการลบดานและโหนดของเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่อยูภายในออก ยกเวน
ดานและโหนดที่อยูบนขอบเขตของปญหา (Boundary Domain) 

 

6. ลากเสนเชื่อมตอระหวางจุดเซนทรอยด ที่สรางขึ้นมา C1 ถึง C6 เขาดวยกัน 
 

 

7. ลากเสนเชื่อมตอระหวางจุดเซนทรอยดกับจุดก่ึงกลางของดานสามเหล่ียมที่
อยูบนขอบเขตของปญหาจะไดเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมดังเสนประสีแดง 
ดังแสดงในรูป 20 
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รูปที่ 19 การกำหนดจุดศนูยกลางและจุดกึ่งกลางดานของเอลิเมนตสามเหลี่ยม 

 

 
 

รูปที่ 20 เอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมที่ไดจากขั้นตอนที่ 7 
 
 

 เทคนิคของการสรางเอลิเมนตรูปหลายเหลี ่ยม (N-Sides Polygonal Element) สำหรับการ
วิเคราะหดวยสมูทไฟไนทเอลิเมนตดังกลาว อาศัยโปรแกรมการสรางเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมที่ถูกเขียน
ขึ้นมาดวยโปรแกรม MATLAB ซึ่งเปนโปรแกรมทางคณิตศาสตรมาชวยในการวิเคราะหแกไขปญหา ซึ่งจะ
ใชสำหรับการสรางเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมสำหรับโดเมนปญหาที่มาจากรูปทรงเรขาคณิตข้ันพ้ืนฐานไดแก 
เสนตรง สี ่เหลี่ยม วงกลม วงรี และมีร ูปทรงไมสลับซับซอนมากนัก [34] ตัวอยางคานยื ่นปลายที่
ประกอบดวยเอลิเมนตแบบหลายเหลี่ยม แสดงไดดังรูปที่ 21 
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รูปท่ี 21 เอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมสำหรับคานตัวอยาง 

 
 ในงานวิจัยครั้งนี้ เอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมสำหรับโดเมนของปญหานั้น ถูกสรางขึ้นมา
จากเอลิเมนตหลักรูปทรงสี่หนา (Quadrilateral element) ที่เทียบเทากันซึ่งสามารถสรางไดจากการใช
โปรแกรมไฟไนทเอลิเมนตสำเร็จรูปทั่ว ๆ ไป จำนวนความละเอียดของโครงตาขายจากหยาบสุดไป
จนกระทั่งละเอียดสุด กำหนดใหมีคาเปน 16X4, 24X6, 32X8, 40X10 และ 48X12 ตามลำดับ รูปท่ี 
22 แสดงโครงตาขายหลักรูปหลายเหลี่ยมเทียบเทาที่ไดจากการแปลงเอลิเมนตหลักรูปทรงสี่หนาที่โครง
ตาขายขนาด 32X8 
 

 
รูปท่ี 22 เอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยม 
 
 เมื่อคานตัวอยางไดถูกแบงออกเปนเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมดังแสดงในรูปที่ 22 ขางตน
แลว ขั้นตอนตอไปเปนการสรางเอลิเมนตยอยสม่ำเสมอรูปทรงสี่หนา(Quadrilateral element) ภายใน
แตละเอลิเมนตหลัก เอลิเมนตยอยสม่ำเสมอเหลานี ้ จะมีจุดยอดรวมกันที ่ตำแหนงเซนทรอยด 
(barycenter) ของรูปหลายเหลี่ยมนั่นเอง การสรางเอลิเมนตยอยนี ้ ทำไดดวยการเชื่อมโยงจุดเซน
ทรอยดของเอลิเมนตหลักไปยังจุดกึ่งกลางดานแตละดานเพื่อสรางรูปทรงสี่หนาขึ้นมา จำนวนของเอลิ
เมนตยอยสม่ำเสมอนี้ จะมีจำนวนเทากับจำนวนดานของเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมนั่นเอง ลักษณะ
ของเอลิเมนตยอยดังกลาว แสดงไดดวยพ้ืนที่ในสวนที่แรเงาเพ่ือความชัดเจน ดังแสดงในรูปที่ 23 
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รูปท่ี 23 เอลิเมนตยอยสม่ำเสมอรูปทรงสี่หนา 
 

3.3 ปญหาสำหรับการทดสอบ 
 งานวิจัยนี้ เปนการวิเคราะหปญหาในระนาบ 2 มิติ พิจารณาใชตัวอยางของคานยื่นปลาย 
(Cantilever beam) ความยาว 48 หนวย ความสูง 12 หนวย และมีความหนาของคานเทากับ 1 หนวย 
กำหนดใหคาคงที่ของวัสดุคือ คาโมดูลัสความยืดหยุนของวัสดุและอัตราสวนปวซองมีคาเทากับ 106 นิวตัน
ตอตารางเมตรและ 0.28  ตามลำดับ กรณีตัวอยางนี้จะกำหนดใหคานยื่นมีฐานรองรับที่ปลายคานดานซาย
เปนยึดหมุน (Hinged support) ท่ีระดับกึ่งกลางของความลึก ( D/2 ) ใหขอบดานบนและดานลางเปน
ฐานรองรับแบบเคลื่อนที่ไดในแนวดิ่ง (Roller support) เพื่อใหสามารถขยับยืดหรือหดไดอยางอิสระ
สอดคลองกับคาอัตราสวนปวซอง  และในขณะที่ปลายคานดานขวามือใหมีแรงกระทำในแนวดิ่ง ที่มีการ
กระจายตัวของแรงเปนรูปพาราโบลามากระทำ 1000 นิวตัน โดยจะพิจารณาวาตัวอยางของคานที่ใชใน
การวิเคราะหนี้เปนปญหาของความเคนในระนาบสองมิติ ลักษณะของคานยื่นปลายดังกลาวจะแสดงไว
ในรูปที่ 24 
 

 
รูปท่ี 24 คานยื่นปลายรับแรงเฉือนปลายคาน 

 
 
 



 
 

41 
 

 ผลเฉลยจากการวิเคราะหทางทฤษฎีของปญหาคานยื่นปลายดังกลาวไดแก คาของการ
เคลื่อนที่ทั้งแนวดิ่งและแนวราบนั้น [35] สามารถแสดงในรูปสมการไดคอื 
 

𝑢௬ = −
𝑃

6𝐸𝐼
3𝜈𝑦ଶ(𝐿 − 𝑥) + (4 + 5𝜈)

𝐷ଶ𝑥

4
+

3𝑥ଶ𝐿 − 𝑥ଷ

 

𝑢௫ =     
𝑃𝑦

6𝐸𝐼
ቈ(6𝐿 − 3𝑥)𝑥 + (2 + 𝜈)(𝑦ଶ −

𝐷ଶ

4
) 

 

(25) 

โดยคาโมเมนตความเฉื ่อยของคาน 𝐼 = ℎ𝐷ଷ/12 เมื่อ ℎ คือ ความหนาของคานตัวอยางสำหรับ
ปญหาความเคนในระนาบสองมิติมีคาเทากับ 1 หนวย 
 คาของความเคนซึ่งสามารถคำนวณไดเมื่อทราบคาของการเคลื่อนที่แลว สามารถแสดงไดดัง
สมการตอไปนี ้
 
 
 
 
 
 

𝜎௫௫(𝑥, 𝑦) =
𝑃𝑦

𝐼
(𝐿 − 𝑥) 

𝜎௫௬(𝑥, 𝑦) = −
𝑃

2𝐼
ቆ

𝐷ଶ

4
− 𝑦ଶቇ 

𝜎௬௬(𝑥, 𝑦) = 0 

 (26) 



บทท่ี 4 
ผลการศึกษาวิเคราะห 

 
 ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหเชิงตัวเลขที่จะนำไปใชเพื่อเปรียบเทียบกับคาที่วิเคราะหไดทาง
ทฤษฎีไดแก คาการเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคาน (Tip displacement) คาความคลาดเคลื่อนของการ
เปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่ง (Vertical displacement error norm) ความเคนตั้งฉาก (Normal stress) 
และความเคนเฉือน (Shear stress) ของหนาตัดที ่ตำแหนงกึ ่งกลางคาน ผลการศึกษาดังกลาว มี
รายละเอียดดังตอไปนี้ 
 

4.1 การเปลี่ยนตำแหนงที่ปลายคานและคาความคลาดเคลื่อนมาตรฐาน 
 คาการเปลี่ยนตำแหนงที่นาสนใจของคานยื่นปลายตัวอยางคือการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่ง 
ในที่นี ้ จะทำการเปรียบเทียบคาดังกลาวที่ทุก ๆ ตำแหนงของโหนดที่ขอบลางของคานตลอดทั้งความ
ยาว 48 เมตรของคานตัวอยาง คาที่คำนวณไดจากทฤษฎีตามสมการที ่25  ละเอียดถึงทศนิยมตำแหนง
ที่หา มีคาเทากับ 0.02665 เมตร คาความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของการเปลี ่ยนตำแหนงในแนวดิ่ง 
(𝑈) สามารถคำนวณไดตามสมการที่ 27 คือ 
                           

                                     𝑈 =
ฮೣೌିೌೌೞೞฮ

‖ೣೌ‖
  (27) 

 
 เมื่อ 𝑈௫௧ และ 𝑈௬௦௦ คือเวคเตอรของการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่ง ที่ไดจากทาง
ทฤษฎีและจากการวิเคราะหเชิงตัวเลข (Numerical analysis) ตามลำดับ 
 ตารางที่ 1 แสดงคาการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งท่ีปลายคานสำหรับการวิเคราะหดวยไฟไนท
เอลิเมนตโดยใชเอลิเมนตรูปสามเหลี่ยม (FEM-T3) และเอลิเมนตทรงหนา (FEM-Q4) ในแถวท่ี 2 และ 3 
สวนแถวที่ 4 เปนคาที่ไดจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตที่มีเอลิเมนตหลักเปนรูปหลายเหลี่ยม (nCSFEM-
Q4) โดยมีเอลิเมนตสม่ำเสมอยอยเปนเอลิเมนตทรงสี่หนา สำหรับเปรียบเทียบกับคาที่คำนวณไดทาง
ทฤษฎีซึ่งมีคาเทากับ 0.02665 เมตร  
 
ตารางที่ 1  การเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่ง (เมตร) 

Method Vertical displacement (m) 
Mesh 
16X4 

Mesh 
24X6 

Mesh 
32X8 

Mesh 
40X10 

Mesh 
48X12 

Exact Sol. 0.02665 0.02665 0.02665 0.02665 0.02665 
FEM-T3 0.02216 0.02443 0.02535 0.02580 0.02601 
FEM-Q4 0.02590 0.02631 0.02646 0.02652 0.02660 
nCSFEM 0.02408 0.02551 0.02612 0.02630 0.02663 
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 สำหรับโครงตาขายทุกขนาดที่ใชในงานครั้งนี้พบวา คาที่ไดจากการใชวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต
นั ้น มีคาเขาใกลผลเฉลยทางทฤษฎีมากกวาการใชวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ T3 แตยังนอยกวาเมื่อ
เปรียบเทียบกับการใชวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ Q4 ยกเวนคาที่ไดจากโครงตาขายที่มีความละเอียดมาก
สุดที่ 48X12 ซึ่งพบวาคาที่ไดจากสมูทไฟไนทเอลิเมนตนั้น เขาใกลคาจากทางทฤษฎีมากที่สุด ความ
แตกตางระหวางคาที่ไดจากการวิเคราะหเชิงตัวเลขกับคาทางทฤษฎีสำหรับวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตนั้น 
มีแนวโนมลดลงตามขนาดของโครงตาขายท่ีเพ่ิมข้ึนเชนเดียวกับวิธีไฟไนทเอลิเมนตปกติ  
 
ตารางที่ 2  คาความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งที่ปลายคาน (เมตร) 

Method Vertical tip displacement error norm (m) 
Mesh 
16X4 

Mesh 
24X6 

Mesh 
32X8 

Mesh 
40X10 

Mesh 
48X12 

Exact Sol. 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 
FEM-T3 0.16848 0.08330 0.04878 0.03189 0.02402 
FEM-Q4 0.02814 0.01276 0.00713 0.00488 0.00188 
nCSFEM 0.09644 0.04278 0.01989 0.01313 0.00075 

 
 สำหรับตารางที่ 2 ซึ่งแสดงคาความคลาดเคลื่อนมาตรฐาน (Error norm) ของการเปลี่ยน
ตำแหนงในแนวดิ่งที่ปลายคานสำหรับโครงตาขายขนาดตาง ๆ กันนั้น พบวา มีแนวโนมเชนเดียวกัน 
กลาวคือ เมื่อขนาดของโครงตาขายมีความละเอียดมากขึ้น คาความคลาดเคลื่อนมาตรฐานก็มีคาลดลง
ตามไปดวย โดยคาที่ไดจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตมีคาดีกวาไฟไนทเอลิเมนตแบบ Q4 ที่โครงตาขาย
ขนาด 16X4, 24X6, 32X8, 40X10 และ 48X12 ดังรูปที่  25-29 

 
รูปท่ี 25 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 16X4 
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รูปท่ี 26 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 24X6 

 

 
รูปท่ี 27 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 32X8 
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รูปท่ี 28 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 40X10 

 

 
รูปท่ี 29 การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 48X12 
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รูปท่ี 30 แบบจำลองการเสียรูปในแนวดิ่งตลอดความยาวคานที่โครงตาขาย 48X12 
 
 สำหรับรูปที่ 25 นั้น แสดงคาการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งของทั้งสามวิธีการวิเคราะหเชิง
ตัวเลขเมื่อเปรียบเทียบกับคาทางทฤษฎีสำหรับความละเอียดโครงตาขายต่ำสุดที่ 16X4 พบวา คาที่ได
จากทั้งสามวิธีนั้น ใหคาความแมนยำที่ใกลเคียงกัน โดยคาที่ไดจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (nCSFEM-
Q4) นั้นมีคาอยูระหวางสองวิธีไฟนทเอลิเมนตปกติ เมื่อความละเอียดของโครงตาขายมีขนาดเพิ่มข้ึน
จนกระทั่งสูงสุดที่ 48X12 ดังแสดงในรูปที่ 29 นั้น พบวาวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต (nCSFEM-Q4) มีความ
แมนยำในการคำนวณเทากันหรือไมมีความแตกตางอยางมีนัยสำคัญกับวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ Q4 
นั่นเอง ในขณะที่คาท่ีไดจากการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ T3 (FEM-T3) นั้น พบวา มีความ
แมนยำนอยกวาทั้งสองวิธีสำหรับปญหาความเคนในระนาบครั้งนี้ ดังนั้น สำหรับการวิเคราะหผลที่ได
ตอไปจากนี้ จะเปนการเปรียบเทียบผลที่ไดจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยม 
(nCSFEM-Q4) กับผลท่ีไดจากทางทฤษฎีโดยตรงเพียงอยางเดียวเทานั้น 
 สวนรูปที่ 30 แสดงใหเห็นถึงรูปรางที่เปลี่ยนแปลงไป (Deform Shape) ของคานยื่นปลายที่
ทำการวิเคราะหดวยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตที่มีเอลิเมนตหลักเปนรูปหลายเหลี่ยม (nCSFEM-Q4) ของ
แบบจำลองของคานยื่นปลายที่มีการแบงโครงตาขายละเอียดสูงสุด 48X12 ซึ่งจะสังเกตเห็นไดวาคานจะ
มีการเคลื่อนตัวในแนวดิ่งท่ีบริเวณปลายคานอยางชัดเจน 
 ร ูปที ่  31–33 แสดงผลของการกระจายตัวของคาการเปลี ่ยนตำแหนงและคาความ
คลาดเคลื่อนมาตรฐานของการเปลี่ยนตำแหนงในแนวดิ่งตลอดทั่วทั้งโดเมนของปญหาซึ่งไดจากวิธีสมูท
ไฟไนทเอลิเมนตแบบเอลิเมนตรูปหลายเหลี่ยมในรูปของ Contour Plot  
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รูปท่ี 31 การกระจายตัวของการเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง (โครงตาขายขนาด 48X12) 

 

 
รูปท่ี 32 ลักษณะการกระจายตัวคาการเคลื่อนที่ในแนวราบ (โครงตาขายขนาด 48X12) 

 

 
รูปท่ี 33 การกระจายตัวคาความคลาดเคลื่อนมาตรฐานของการเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง (โครงตาขายขนาด 
        48X12) ปรับสเกลแกน Y 
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4.2  ความเคนตั้งฉาก (Normal stress) 
 สำหรับกรณีศึกษานี้ จะใชความเคนตั้งฉากที่ไดจากการวิเคราะหบริเวณหนาตัดกึ่งกลางคาน
ตลอดความลึกของคานเทียบกับคาที่ไดจากทางทฤษฎี ณ ตำแหนงเดียวกัน คาเหลานั้น ถูกนำมาแสดง
ในรูปที่ 34–38 โดยแกนในแนวดิ่งเปนคาความเคนตั้งฉากสวนแกนในแนวนอนเปนคาความลึกของหนา
ตัดคาน พบวาคาที่ไดจากการวิเคราะหดวยวิธีที่นำเสนอ (แสดงดวยจุดกากบาท) มีความสอดคลองกับ
คาที่ไดจากทางทฤษฎี (แสดงดวยจุดวงกลม) เปนอยางดี จะสังเกตเห็นวา บริเวณของบนและขอบลาง
ของหนาตัดคานนั้น คาที่ไดโดยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบรูปหลายเหลี่ยมนี้ มีความแตกตางจากคา
ทางทฤษฎีอยูบางซึ่งความแตกตางนี้จะมีคามากสุด ณ ตำแหนงของโหนดที่บริเวณขอบนอกสุดอัน
เนื่องมาจากพื้นที่ซึ ่งสงผลตอการคำนวณหาคาความเคน ณ ตำแหนงดังกลาวมีเพียงทิศทางเดียวเมื่อ
เทียบกับโหนดในบริเวณอื่น ๆ ซึ่งไดรับอิทธิพลของพื้นที่จากโหนดที่อยูขางเคียงมากกวานั่นเอง การ
กระจายตัวของความเคนปกติตลอดทั่วทั้งคานยื่นปลายในรูปของ Contour Plot แสดงไดดงัรูปที่ 39 
 ในสวนของรูปที่ 40 แสดงใหเห็นการกระจายตัวของความเครียดตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัด
บริเวณกึ่งกลางคานตลอดทั่วทั้งคานยื่นปลายในรูปของ Contour Plot เห็นไดวาความเครียดตั้งฉากจะ
มีคามากที่บริเวณฐานรองรับแบบเคลื่อนที่ได (Roller Support) ดานบนและดานลาง 
 
 

 
รูปท่ี 34 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 16X4 ขยายสเกล 
        แกน X ใหถึง 6 และ -6 
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รูปท่ี 35 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 24X6 

 

 
รูปท่ี 36 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 32X8 
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รูปท่ี 37 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 40X10 

 
 

 
รูปท่ี 38 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคานที่โครงตาขาย 48X12 
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รูปท่ี 39 ความเคนตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคาน (โครงตาขายขนาด 48X12) 

 

 
รูปท่ี 40 ความเครียดตั้งฉาก ณ ตำแหนงหนาตัดบริเวณก่ึงกลางคาน (โครงตาขายขนาด 48X12) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

52 
 

4.3  ความเคนเฉือน (Shear stress) 
 ความเคนเฉือนสำหรับใชในการเปรียบเทียบนี้ พิจารณาที่บริเวณหนาตัดเดียวกันกับคาของ
ความเคนตั้งฉากในหัวขอที่ผานมา ลักษณะของความเคนเฉือนที่ไดจากการวิเคราะห มีแนวโนมเดียวกัน
กับคาความเคนปกติ กลาวคือ มีความแมนยำของผลลัพธที่ไดในระดับดีมากเมื่อเทียบกับผลของการ
คำนวณทางทฤษฎี เชนเดียวกันกับกรณีของความเคนปกติในหัวขอที่ผานมา คาดังกลาวมีความเบ่ียงเบน
จากคาทางทฤษฎีสูงในโหนดบริเวณขอบทั้งสองดานของปญหาเนื่องดวยเหตุผลเดียวกับที่ไดกลาวไวใน
หัวขอที่ 4.2   
 คาความเคนเฉือนดังกลาวจะนำมาพลอตกราฟ โดยแกนในแนวดิ่งเปนคาความเคนเฉือนสวน
แกนในแนวนอนเปนคาความลึกของหนาตัดคาน เปรียบเทียบคาที่ไดจากวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนต 
(nCSFEM-Q4) กับคาทางทฤษฎี (Exact Solution) พบวาคาความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคานที่
ระยะ L/2 จะมีคาเขาใกลกับคาทางทฤษฎียิ่งขึ้น ดังแสดงในรูปที่ 41-45 โครงตาขายถูกแบงใหมีความ
ละเอียดขนาด 16X4, 24X6, 32X8, 40X10 และ 48X12 ตามลำดับ 

 

  
รูปท่ี 41 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 16X4 ขยายสเกลแกน X ใหถึง 6 
        และ -6 
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รูปท่ี 42 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 24X6 

 

 
รูปท่ี 43 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 32X8 
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รูปท่ี 44 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 40X10 

 

 
รูปท่ี 45 ความเคนเฉือน ณ หนาตัดกึ่งกลางคาน (L/2) ที่โครงตาขาย 48X12 

 



บทท่ี 5 
สรุปผลการทดลองและขอเสนอแนะ 

 

5.1 สรุปผลการวิจัย 
 การวิเคราะหสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบการสรางเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมแลวจึงทำการ
แบงเอลิเมนตหลักเหลานั้นออกเปนเอลิเมนตสม่ำเสมอยอยรูปทรงสี่หนา (nCSFEM-Q4) สำหรับปญหา
ความเคนในระนาบของคานยื่นปลายที่รับแรงเฉือนรูปพาราโบลากระทำที่ปลายอิสระนี้  ไดแสดงใหเห็น
ถึงความแมนยำของผลลัพธท่ีไดเมื่อเทียบกับทั้งผลเฉลยทางทฤษฎีหรือผลจากวิธีท่ีไดรับความนิยมอยาง
วิธีไฟไนทเอลิเมนตแลววา ไมมีความแตกตางกันอยางมีนัยสำคญัถึงทศนิยมตำแหนงที่หา ทั้งในสวนของ
การเปลี่ยนตำแหนงรวมท้ังความเคนตั้งฉากและความเคนเฉือนตามลำดับ แนวโนมของความแมนยำท่ีได 
มีลักษณะเชนเดียวกันกับวิธีการวิเคราะหไฟไนทเอลิเมนต กลาวคือ มีคาเพิ่มขึ้นตามจำนวนของโครงตา
ขายที่เพิ่มขึ้น ในกรณีนี้ ที่ความละเอียดของโครงตาขายสูงสุด ความแมนยำผลลัพธของวิธีที่นำเสนอ มี
คามากกวาวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ T3 และอยูในระดับเดียวกับไฟไนทเอลิเมนตแบบ Q4 นอกจากนั้น 
ทั้งคาของความเคนปกติและความเคนเฉือน ณ ตำแหนงของโหนดบริเวณขอบบนและขอบลางที่ไดนั้น มี
ความคลาดเคลื่อนกับคาที่ไดทางทฤษฎีอยูบาง จึงตั ้งเปนขอสังเกตสำหรับงานวิจัยตอไปไดวา ควร
หลีกเลี่ยงการใชเอลิเมนตดังกลาวบริเวณขอบของปญหาที่กำลังพิจารณาเพื่อลดความผิดพลาดของการ
คำนวณความเคนในบริเวณดงักลาว 
 ถึงแมวาความแมนยำของการคำนวณดังกลาว ไมไดมากไปกวาวิธีไฟไนทเอลิเมนตแบบ Q4 
ซึ่งถือไดวาเปนวิธีที่ไดรับความนิยมอยางมากสำหรับปญหาความเคนในระนาบปกติก็ตาม แตสำหรับ
ปญหาความเคนในระนาบแบบอ่ืน ๆ เชน ปญหาความเคนในระนาบของแผนที่มีรูเจาะ ปญหาความเคน
ในระนาบของแผนที่มีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเชนแผนรูปตัวแอลเปนตน หรือปญหาความเคนในระนาบ
ของคานแบบเซลลูลาร (castellated beam) ซึ่งมีสภาพของความเคนชุมนุม (stress concentration) 
ในบางตำแหนง รวมทั้งปญหาของการแตกหัก (fracture mechanics) ซึ่งเกิด stress singularity ที่
ปลายรอยแตก ปญหาประเภทนี้ ตองใชการแบงเอลิเมนตใหมีขนาดเล็กเพียงพอที่จะสามารถทำนาย
พฤติกรรมที่ถูกตองไดอยางแมนยำหรือใชวิธีอื่น ๆ เชน XFEM (Extended Finite Element Method) 
เขามาชวยในการวิเคราะห การแบงโดเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตหลักรูปหลายเหลี่ยมที่มีขนาด
เล็ก ดวยวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตรอบ ๆ บริเวณดังกลาว ในขณะที่บริเวณอ่ืน ๆ ซึ่งไมไดรับผลกระทบนั้น 
ยังคงใชโครงตาขายแบบทรงเหลี่ยมสี่หนาตามปกติ ดูเหมือนจะเปนอีกทางเลือกหนึ่งสำหรับการ
วิเคราะหไดเปนอยางดี ประโยชนอีกอยางหนึ่งของวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตแบบเอลิเมนตหลักรูปหลาย
เหลี ่ยมนี ้คือการวิเคราะหปญหาที ่ม ีหลายโดเมน (multiple domains) ซึ ่งแตละโดเมนอาจจะมี
คุณสมบัติทางรูปทรงเรขาคณิตและคุณสมบัติทางกลที่ไมเหมือนกัน หากโดเมนเหลานี้ มีการสรางโครง
ตาขายที่มีรูปรางแตกตางกัน และอาจนำไปสูความไมเขากันของโครงตาขายที่บริเวณรอยตอ (non-
matching mesh) ระหวางโดเมนยอยเหลานั้น เนื่องจากเอลิเมนตหลักของวิธีสมูทไฟไนทเอลิเมนตนี้ไม



 
 

56 
 

ตองทำการ mapping ไปยัง parent element จึงสามารถนำไปวิเคราะหปญหาดังกลาวไดอยางไมมี
ขอจำกัดและเปนหัวขอวิจัยท่ีนาสนใจอยางยิ่ง 
 

5.2 ประโยชนและขอเสนอสำหรับงานวิจัยในอนาคต 
 5.2.1 เนื่องจากคาของความเคนและความเครียด ที่ไดจากการวิเคราะหดวยวิธีสมูทไฟ
ไนทเอลิเมนตแบบการสรางโดเมนยอยภายในเอลิเมตหลักรูปหลายเหลี่ยมของโหนดท่ีอยูบริเวณขอบเขต
ของปญหามีความคลาดเคลื่อนมากกวาคาที่คำนวณไดจากทางทฤษฏี จึงควรทำการศึกษา อัตราสวน
ระหวางความยาวตอความลึกของคานตัวอยาง (L/D) ที่ขนาดตางๆกัน  
 5.2.2 ควรทำการศึกษาประเด็นเพิ่มเติมสำหรับ กรณีของปญหาของแข็งที่มีความไม
ตอเนื่องภายในโดเมนขอบเขตของปญหา เชน แผนท่ีมีรูเจาะทรานเซลลูลาร (Castellated Beam) เปน
ตน 
 5.2.3 ควรทำการศึกษาปญหาความเคนหรือปญหาความเครียดในระนาบ Plane Stress 
หรือ Plane Strain โดยพิจารณาใชการสรางเอลิเมนต รูปหลายเหลี่ยมดวยอัลกอริทึม (algorithm) อื่น 
ๆ เพื่อเปรียบเทียบกับอัลกอริทึมที่นำเสนอในวิทยานิพนธเลมนี้ 
 5.2.4 ควรทำการศึกษาเพิ่มเติมสำหรับการวิเคราะหปญหาของแข็ง (Solid Mechanic) 
แบบพลศาสตร (Dynamic Analysis) สำหรับความถี่ธรรมชาติ (Natural Frequency) โหมดรูปราง 
(Mode Shape) รวมทั้งการสั่นสะเทือนแบบแรงกระทำชั่วขณะ (Transient Vibration Analysis) 
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